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Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Ermittlung mathematischer
Kompetenzen am Ende der Grundschulzeit. So soll einerseits geklidrt werden, wie
mathematische Kompetenzen, im Sinne der als verbindlich geltenden Bildungsstandards
im Fach Mathematik fiir den Primarbereich, definiert werden. Andererseits sollen
quantitative und qualitative Testverfahren zur mathematischen Kompetenzermittlung
vorgestellt und an drei Probanden angewendet werden. AbschlieBend wird es einen
Vergleich hinsichtlich der Testqualitidt und Aussagefihigkeit bezogen auf den Anspruch

der Kompetenzermittlung geben.
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1 Einleitung

Bis in die 1990er Jahre hinein galt das Hauptinteresse schulischer Bildungsforschung
der Bildungsplanung (Input-Orientierung). Im offentlichen Interesse stand lange Zeit
weniger der Unterricht als solcher im Mittelpunkt, als viel mehr die Diskussionen um
Schulorganisation (KlassengroBe, Angebot von Ganztagsschulen oder Ahnliches)
und Schulinvestition. Uber viele Jahrzehnte hinweg verhielt sich die Bundesrepublik
Deutschland hinsichtlich vergleichender Schulleistungsstudien aus diesen Griinden
abstinent. Weder die ehemalige Deutsche Demokratische Republik noch die frithere
Bundesrepublik Deutschland beteiligten sich an den systematischen Untersuchungen
von Ertrdgen institutionalisierter schulischer Bildungsprozesse, die regelmif3ig von
der International Association for the Evaluation of Educational Achievement (IEA)1
in vielen Schulfichern und zahlreichen Landern durchgefiihrt wurden.

Erst die Veroffentlichung der Ergebnisse von der Third International Mathematics
and Science Study (TIMSS) im Jahre 1997 fiihrte zu einer abrupten Veridnderung des
bildungspolitischen, piddagogischen und offentlichen Interesses. Man sprach sogar
von einer empirischen Wende in den Erziehungswissenschaften. Die zum Ende der
Primarstufe sowie Sekundarstufe I und II durchgefiihrte internationale Leistungs-
studie untersuchte die Kenntnisse und Féhigkeiten im mathematischen und
naturwissenschaftlichen Bereich.” Dabei lagen die Mathematikleistungen deutscher
Schiiler unter den durchschnittlichen erbrachten Leistungen der meisten west-, nord-
und osteuropdischen Nachbarstaaten. Innerhalb der gleichen Schulart sowie zwischen
verschiedenen Bundesldandern wurden grofe Leistungsunterschiede aufgedeckt.
Grofle Defizite gab es vor allem bei der Anwendung mathematischer Kenntnisse auf
alltagsnahe Probleme. Die Leistungen am Ende der 8. Jahrgangsstufe wiesen zum
Teil einen Riickstand von einem ganzen Schuljahr im Vergleich zu anderen
europdischen Landern auf. Insgesamt blieben die Schulleistungen deutscher Schiiler
weit hinter denen vergleichbarer Lidnder zuriick und konnten damit ,,nur* einen
Durchschnittsplatz auf einer Gesamtskala erreichen (Koller/Baumert/Bos 2001;

Weinert 2001).

' Die IEA ist eine internationale Vereinigung von Wissenschaftlern und Ministerienvertretern der
teilnehmenden Lénder, die seit Ende der fiinfziger Jahre regelmifig internationale Vergleichsdaten zu
spezifischen Unterrichtsfachern bei unterschiedlichen Alterskohorten erhebt und analysiert.

> In Deutschland wurden die Populationen der Sekundarstufe T und II, jedoch nicht die der
Grundschule untersucht.
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Dem groflen Schock folgten umfangreiche, kontinuierlich anhaltende Debatten iiber
die Wirksamkeit von Schule. Mit dem vom Kultusministerium herausgegebenen
Konstanzer Beschluss vom Oktober 1997 erfolgte eine Festlegung, das deutsche
Schulsystem im Rahmen wissenschaftlicher Untersuchungen international
vergleichen zu lassen. Ziel war es auf regionaler, nationaler und internationaler
Ebene Schulleistungsstudien hinsichtlich des schulischen Output zu initiieren und die
daraus gewonnen Informationen als Datenquelle fiir die Qualitdtsentwicklung und
Qualitdtssicherung  von  Schule und  Unterricht mit  entsprechenden
ReformmafBnahmen im Bildungssystem zu nutzen.

Den vorldufigen Hohepunkt dieser Entwicklungen stellte das Programme for
International Student Assessment (PISA) dar. 33 Staaten, vorrangig industrialisierte
Linder der OECD, aber auch einige Schwellenlinder wie Brasilien und Mexiko,
stellten sich in den Jahren 2000, 2003 und 2006 dem internationalen Vergleich der
Leistungstihigkeit ihrer Bildungssysteme. Ziel war es, die Qualitit der erworbenen
Kompetenzen in den Bereichen Lesen, Mathematik und Naturwissenschaften am
Ende der Pflichtschulzeit (Altersjahrgang der 15-jahrigen Schiilerinnen und Schiiler)
im internationalen Kontext zu beschreiben.’ Zusitzlich wurden aber auch aufer- und
tiberfachliche Kompetenzen sowie soziodemographische, familien- und schul-
bezogene Merkmale erhoben.

Die im Rahmen von PISA durchgefiihrten Untersuchungen zur mathematischen
Kompetenz folgten dem Begriff der ,,Mathematical Literacy”, welche sich an das
Modell des hollindischen Mathematikdidaktikers Hans Freudenthal (1905-1990)
anlehnen. Er geht von einem realistischen, an der Wirklichkeit orientierten
Mathematikunterricht aus, in dem mathematische Kenntnisse funktional flexibel und
mit Einsicht angewendet werden. Das PISA-Konzept der mathematischen
Grundbildung besteht nun darin, ein Verstdndnis der Rolle zu entwickeln, ,,(...) die
Mathematik in der sozialen, kulturellen und technischen Welt spielt und Sachverhalte
unter mathematischen Gesichtspunkten angemessen zu beurteilen® (Baumert u.a.
2001, S. 294).

Das erneut im internationalen Vergleich enttduschende Abschneiden deutscher

Jugendlicher im mathematischen Bereich, die Leistungen lagen im unteren

3 Die Themen waren in den drei Untersuchungswellen wir folgt gewichtet:
2000: 50% Lesen, 25% Mathematik, 25% Naturwissenschaft
2003: 25% Lesen, 50% Mathematik, 25% Naturwissenschaft
2006: 25% Lesen, 25% Mathematik, 50% Naturwissenschaft



Mittelfeld, stand ein weiteres Mal unter groBer Beachtung der Offentlichkeit.
Letztendlich lieferten diese Ergebnisse von PISA den Anlass fiir eine
landesiibergreifende  bildungspolitische =~ Reform.  Mit den  von  der
Kultusministerkonferenz beschlossenen Bildungsstandards soll eine gemeinsame und
verbindliche Richtlinie fiir das, was das Bildungssystem in der Bundesrepublik

erreichen soll, vorgegeben werden (Output—Orientierung).4

Ankniipfend an diese Entwicklungen der letzten Jahre mochte ich mich im Rahmen
dieser Arbeit mit der mathematischen Kompetenzermittlung am Ende der
Grundschulzeit mit Blick auf die entsprechenden von der Kultusministerkonferenz

beschlossenen Bildungsstandards befassen.

* Am 04.12.2003 wurden die ersten bundesweit geltenden Bildungsstandards fiir den mittleren
Abschluss in den Fichern Deutsch, Mathematik und erste Fremdsprache (Englisch/Franzosisch)
beschlossen. Es folgten Entwiirfe fiir Naturwissenschaften, sowie Standards fiir den
Hauptschulabschluss und Standards fiir Deutsch und Mathematik in der Grundschule.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Abstraktionsstufen mathematischen Lernens

Wir verwenden Zahlen zum Zihlen, Ordnen oder Messen von Objekten um mit ihrer
Hilfe Aussagen iiber eine Michtigkeit von Mengen machen und somit eine
Vorstellung von Groflen vermitteln zu konnen. Um Zahlen wahrzunehmen und sich
iiber sie bzw. mit ihnen zu verstindigen, benutzen wir zehn Zahlzeichen in
verschiedenen Folgen, die arabischen Ziffern 0 bis 9, sowie die entsprechenden
Zahlworter.

Die ersten Urspriinge des Umgangs mit Zahlen reichen bis ins 3. Jahrtausend vor
Christus zuriick. Die Kulturen der Agypter und Babylonier beschiftigten sich damals
bereits mit mathematischen Fragen unter der Zuhilfenahme der Hieroglyphen-
Zahlschrift und dem Abakus als Rechen- bzw. Darstellungshilfe von Zahlen. Fiir den
modernen Rechenunterricht war vor allem das Wirken Johann Heinrich Pestalozzis
(1746-1827) von grofler Bedeutung. In seinem Unterricht dienten konkrete Zihl- und
Rechenobjekte als Anschauungsmittel fiir die Entwicklung des Zahlbegriffs und dem
Verstindnis im Umgang mit den Operationen Addition, Subtraktion, Multiplikation
und Division. Unter den aktuelleren Ansédtzen des Mathematikunterrichts erscheint
1955 der Begriff ,Neue Mathematik®, der eine Neuorientierung weg von ,(...)
drillméssig geiibten Operationen und Rechenverfahren und die Hinwendung zur
Einsicht in mathematische Beziehungen* (Lobeck 1996, S. 51), gestiitzt auf die
Werke von Jean Piaget (1896-1980) offenbart.

Inhaltliche Aufgabe des heutigen Mathematikunterrichts ist es, in den vier Jahren
Grundschulzeit Kinder mit natiirlichen Zahlen vertraut zu machen, so dass diese
inhaltlich verstanden und mittels der vier Grundrechenarten rechnerisch, auf einer
mathematisch logischen Ebene, verkniipft werden. Dazu gehort ferner auch der
Zweig der Mathematik, der sich mit den Gebilden der Ebene und des Raumes befasst
(Geometrie), die mathematische Verbindung mit Gréen (Gewichte, Langenangaben

und Volumina), sowie der alltagspraktische Umgang mit der Uhrzeit und Geld.

Im folgenden mochte ich nun die hierarchisch aufeinander aufbauenden

Abstraktionsstufen mathematischen Lernens niher betrachten.
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2.1.1 Pranumerischer Bereich

Bereits in den friihen Lebensjahren machen Kinder ihre ersten Erfahrungen mit der
Bedeutung und Verwendung von Zahlen in spielerischer Form. Dabei spielen
kognitive Fahigkeiten fiir die Herausbildung des Kardinalzahlbegriffs eine
wesentliche Rolle. Diese individuelle Entwicklung verlduft bei Kindern jedoch
unterschiedlich schnell und mit Abweichungen in Art und Stirke der jeweiligen
kognitiven Auspragung. Aus diesem Grund liegt die Schwierigkeit und Komplexitit
zu Beginn des Mathematikunterrichts in der notwendigen Kompensation der
unterschiedlichen mathematischen Vorerfahrungen, welche das Ziel verfolgen muss,
eine gemeinsame Lernbasis fiir die Entwicklung des kardinalen Zahlbegriffs in einer
Schulklasse zu erarbeiten. Eine zentrale und wichtige Grundlage bilden hierbei das
Verstindnis der Klassifikation sowie der Invarianz von GréBen und Mengen und das
Beherrschen des Mengenvergleichs durch die Eins-zu-Eins-Zuordnung (Hasemann

2007).

2.1.1.1 Klassifikation

Eine Zahl liefert Informationen iiber die Menge bzw. Anzahl einer bestimmten
Sache. Die Zahl 5 beispielsweise gibt an, dass fiinf Dinge vorliegen, die irgendeine
Gemeinsamkeit vorweisen, so dass es sinnvoll ist, sie als ,,5° zu einer Gesamtheit
zusammenzufassen. Klassifizieren bezeichnet also die Fihigkeit, verschiedene
Objekte aufgrund ihrer gemeinsamen Merkmale zusammenzufassen und somit
Klassen- oder Gruppenzusammengehorigkeiten sicher als solche zu erkennen.
Verschiedene Objekte werden hinsichtlich iibereinstimmender und unterschiedlicher
Merkmale betrachtet, um schlussfolgernd die Merkmale als Gemeinsamkeiten und
Unterschiede verbalisieren zu konnen. Diese Fahigkeit ist zunédchst an qualitativen
Eigenschaften der Gegenstidnde, wie z.B. Farbe, Form oder Funktion bei Kindern zu
beobachten. Erst spéter sind auch quantitative Merkmale, wie Léange, Inhalt oder
Anzahl von Bedeutung.

Die einfache Klassifikation beriicksichtigt hierbei nur ein gemeinsames
Objektmerkmal, z.B. die Farbe, wohingegen bei der multiplen Klassifikation
mindestens zwei Objekteigenschaften zugleich, Grundlage fiir eine Klasse bilden,

z.B. die Farbe und die Form (Maier 1990; Gaidoschik 2003; Hasemann 2007).
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2.1.1.2 Einsicht in Invarianz von Gréen und Mengen

Der Schweizer Psychologe Jean Piaget hat sich in zahlreichen empirischen
Untersuchungen mit dem Prinzip der Erhaltung der Quantititen bei nur qualitativen
Veridnderungen, der Lage oder Form beispielsweise, beschiftigt. Diese Konstanz
nennt er Invarianz und wird von ihm als unverzichtbare Grundlage fiir die
Entwicklung eines Zahlbegriffes erklirt (Piaget/Szemniska 1975).

Bekommt ein Kind zwei parallel angeordnete Reihen mit gleich vielen Wiirfeln
vorgelegt, wie in nachstehender Abbildung dargestellt, kann es auf die Frage, in
welcher Reihe denn mehr bzw. weniger Wiirfel seien, durch Abzihlen, eine Eins-zu-
Eins-Zuordnung oder einfach durch blo3es Sehen erkennen, dass gleich viele Wiirfel

in beiden Reihen vorhanden sind.’

00000000

00000000

Abb. 1: Parallele Anordnung zweier Reihen

Die 2. Reihe wird nun vor den Augen des Kindes auseinandergezogen indem sich der
Abstand zwischen den Wiirfeln vergroflert, so dass die Reihe trotz gleicher Anzahl

langer als die andere ist (Abb. 2).

00000000

0 0 0 0 0 g g d
Abb. 2: Lageveridnderung

Kinder bis etwa 5 Jahre werden auf die Frage, ob denn in beiden Reihen immer noch
gleich viele Wiirfel seien, antworten, dass in der auseinandergezogenen Reihe mehr
Wiirfel sind. Sie urteilen beziiglich der Menge variant. Erst ab einem Alter von 6
Jahren, also kurz vor Schuleintritt, erkennen Kinder, dass eine Lageverinderung von
Objekten keinen Einfluss auf die Anzahl der Elemente in einer Menge hat. Dafiir
muss verstanden sein, dass ,, (...) sich jegliche Art von Quantitit nur durch

quantitative Vermehrung bzw. Verminderung veriandern ldsst und nicht durch

> Das inhaltliche Verstindnis der Begriffe ,,mehr”, ,,weniger” und ,gleich viel* muss fiir diese
Feststellung vorliegen.
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qualitative Verdnderungen im Erscheinungsbild ihrer Reprisentanten. Dann und nur

dann ist die Invarianz der Quantitét erfasst (Maier 1990, S. 59).

2.1.1.3 Eins-zu-Eins-Zuordnung

Voraussetzung fiir die Bewertung von Mengen im Sinne von ,,mehr — weniger -
gleich viel®, sowie fiir das sinnvolle Zahlen ist eine Eins-zu-Eins-Zuordnung. Der
quantitative Vergleich von endlichen Mengen erfolgt {iber das eindeutige Zuordnen
der Elemente der Menge A zu den Elementen der Menge B, indem jedem Element
von A genau ein Element von B zugeordnet wird und jedes Element von B genau
einmal als zugeordnetes Element vorkommt. Dies kann durch Verbinden der
Objektpaare, wie es in Abbildung 3 dargestellt ist, oder durch ein zueinander

Bewegen der Objekte verdeutlicht werden (Padberg 1992 und 1997).

99000000
S/ TN NN

O 0 0 0 0o 0 g d

Abb. 3: Eins-zu-Eins-Zurodnung

Wihrend beim (Ab-)Zihlen sprachliche Komponenten, das Wissen der
Zahlwortreihe und die Moglichkeit der Zahlnamenreproduktion als notwendige
Grundlage angesehen werden muss, ist die Kenntnis des Zihlens beim paarweise

Zuordnen zwischen den Elementen zweier Mengen nicht (zwangsldufig) erforderlich.

2.1.2 Zihlen

Der Entwicklung des Zihlens wurde in der Psychologie lange Zeit kaum Interesse
entgegengebracht und eher als untergeordnet und bedeutungslos betrachtet. Beruhend
auf Piagets Untersuchungen zur Entwicklung des Zahlbegriffs beim Kinde, schien
man das Zihlen ,,(...) als einen rein verbalen Mechanismus zu betrachten, der ohne
das geringste Verstindnis fiir die ihm zugrunde liegenden begrifflichen Konzepte
ablduft und daher fiir den Aufbau des Zahlbegriffs bedeutungslos sei* (Maier 1990,

S. 101). Erst seit den 80er Jahren konnte in zahlreichen Studien das Zihlen als
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grundlegende Voraussetzung zum Aufbau numerischer Konzepte und somit als
Voraussetzung zum Rechnenlernen nachgewiesen werden (Moser Opitz 2001).

Fir die Entwicklung der Zihlkompetenz ist die Unterscheidung von drei
verschiedenen Elementen des Zihlaktes von Bedeutung, die sowohl kognitive, als
auch motorische und verbale Fihigkeiten abverlangen: das Zihlen als Sequenz, das

Zihlen von Objekten und das kardinale Verstindnis des Zahlaktes.

2.1.2.1 Zahlwortreihe als Sequenz

Der Erwerb der Zahlwortreihe beginnt nach Fuson (1988) bereits im Alter ab zwei
Jahren durch die Nachahmung Alterer und das Auswendiglernen der Zahlnamen. Die
Folge von Zahlnamen wird hierbei aber zunichst als ,,Zdhlgedicht oder Zahllied*
rezitiert. Wihrend dieser ersten Phase wird eine stabile, korrekte Zahlwortfolge
beherrscht. ,,.Dabei werden die Zahlworter zum Teil noch nicht voneinander
unterschieden. Vier — fiinf — sechs kann z.B. als eine immer wieder vorkommende
Einheit betrachtet werden. Die Elemente werden nicht gezéhlt, und die Zahlworter
haben keine kardinale Bedeutung® (Moser Opitz 2001, S. 86). AnschlieBend folgt
eine ebenfalls stabile, jedoch nicht korrekte Folge von Zahlwortern, die durch das
Auslassen von einigen Zahlwortern gekennzeichnet ist (z.B. 6, 8, 9). Am Ende steht
dann schlieBlich eine Folge von Zahlwortern, die bei jedem Aufsagen der
Zahlwortreihe bzw. bei jedem Zidhlversuch unterschiedlich sein kann und somit nicht
stabil ist (z.B. 14, 16, 13, 5 im ersten Versuch und 12, 15, 16, 13 im zweiten
Versuch) (Padberg 1992).

2.1.2.2 Zihlen von Objekten

Kinder beginnen ab einem Alter von 3%2 Jahren die bereits erlernte Zahlwortreihe mit
dem Zihlen von Objekten in Verbindung zu bringen. Voraussetzung hierfiir ist das
Beherrschen der Eins-zu-Eins-Zuordnung und der sichere Umgang mit den

Zahlwortern in korrekter Reihenfolge.
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Nach Gelman/Gallistel lassen sich fiir den komplexen Vorgang des Zihlens von
Objekten folgende fiinf Prinzipien formulieren, die die Zdhlentwicklung mafgebend
bestimmen. Die ersten drei beziehen sich auf das wie und die letzten beiden auf das

was gezdhlt werden kann (nach Hasemann, S.5) :

1. Das Eindeutigkeitsprinzip
Jedem der zu zidhlenden Objekte wird genau ein Zahlwort zugeordnet.
2. Das Prinzip der stabilen Ordnung
Die Reihe der Zahlwdorter hat eine feste Reihenfolge.
3. Das Kardinalzahlprinzip
Das zuletzt genannte Zahlwort gibt die Anzahl der Objekte in einer Menge
an.
4. Das Abstraktionsprinzip
Es kann jede beliebige Menge ausgezihlt werden, d. h. es kommt nicht darauf
an, welcher Art die Objekte sind, die gezdhlt werden.
5. Das Prinzip von der Irrelevanz der Anordnung
Die jeweilige Anordnung der zu zidhlenden Objekte ist fiir das Zihlergebnis

nicht von Bedeutung.

2.1.2.3 Kardinale Bedeutung und Zéhlen

Der Erwerb des kardinalen Verstindnisses ist, wie vorhergehend beschrieben und in
Abbildung 4 noch ein mal verdeutlicht, ein komplexer Prozess von Teilfertigkeiten
und —fdhigkeiten. Die Einsicht in das Kardinalzahlprinzip beim Ab- und Auszihlen
einer Menge duBlert sich in der Erkenntnis, dass auf die Frage ,,wie viele sind es* das
beim Zihlen zuletzt genannte Zahlwort die genaue Anzahl der gesamten Menge

bezeichnet (Fuson 1988; Moser Opitz 2001).
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(1) Wie viele sind es?

Essind 1, 2, 3,4, 5, 6.
Kardinalzahlprinzip: Das zuletzt genannte Zahlwort wird wiederholt und betont.

9 0 0 0 g d

v

6
(2) Erkennen, dass das letztgenannte Zahlwort die Grofle der Menge bezeichnet.

9 0 0 0 g d

6

Das letzte Element heif3t sechs. Es sind also im Ganzen sechs.

Abb. 4: Kardinale Zahlbedeutung

2.1.3 Zahlsymbole

Neben dem Erwerb der Zahlwortreihe bildet das Erlernen der Zahlsymbole, sowie
die Zuordnung der Zahlnamen zum entsprechenden Zahlsymbol eine weitere
Abstraktionsstufe mathematischen Lernens. Mit Hilfe der zehn Zeichen, den Ziffern
0 bis 9, lassen sich sdmtliche Zahlen aufbauen. Diese abstrakte Darstellung von
Mengen setzt eine sichere Ziffernkenntnis sowohl im Ziffernlesen als auch im
Ziffernschreiben voraus, welches in Abbildung 5 am Beispiel der Menge 3 und 5

dargestellt ist.

9 3d 90 003
drei fiinf
3 5

Abb. 5: Zahlsymbole
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2.1.4 Aspekte natiirlicher Zahlen

Aus den nachfolgend aufgefiihrten Beispielen kann entnommen werden, dass
natiirliche Zahlen im alltdglichen Leben in ganz unterschiedlichen Situationen zum

Einsatz kommen.

(1) Max hat drei Hunde. Im Regal stehen vier Biicher. Gib mir die fiinf Wiirfel.

(2) Heute ist der 17. April. Der 4. Baum in der Straf3e ist eine Linde. Anne hat
den 2. Platz beim Sportfest belegt.

(3) Ich wohne im Haus mit der Nummer 16. Momentan lese ich in einem Buch
auf Seite 27.

(4) Ein Brot kostet 2€. Die Strafle ist 15 m breit. Eine Tafel Schokolade wiegt
100 g.

(5) Nimm die Hustentropfen zweimal tdglich. Franz hat dreimal in der Woche
FufBballtraining.

(6) Die Postleitzahl von Erfurt ist 99096. Berlin hat die Vorwahl 030.

(73+4=4+3
6+3)+12=6+3+12)

(8) 468 853
+759 -264

1227 589

Anhand der verschiedenen Verwendungsmoglichkeit wird deutlich, dass der
Zahlbegriff natiirlicher Zahlen verschiedene Aspekte umfasst, die als
Kardinalzahlaspekt, Ordinalzahlaspekt, Malzahlaspekt, Operatoraspekt,
Rechenzahlaspekt und Codierungsaspekt beschrieben werden konnen. Diese
idealtypischen Zahlaspekte sind jedoch nicht isoliert zu betrachten, sie hingen eng
miteinander zusammen. Dabei stellt das Zidhlen eine Verbindung zwischen den
verschiedenen Zahlaspekten her: ,,.So gewinnt man die Anzahl der Elemente einer
gegebenen Menge durch Auszihlen: Die zuletzt genannte Zahl beim Zihlen gibt die
Anzahl (Kardinalzahl) an. Die Reihenfolge bzw. den Rangplatz innerhalb einer
Reihe (Ordinalzahlaspekt) erhédlt man durch das Abzidhlen. Ebenso kann man
vielfach die MaB3zahl einer Grofle durch das Auszihlen der Anzahl der erforderlichen

GroBeneinheiten gewinnen. Die Vielfachheit einer Handlung oder eines Vorgangs
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(Operatoraspekt) bestimmt man ebenfalls durch das Auszédhlen. Das Zihlen
(Anmerkung des Autors: im Sinne von Rechnen) hilft auch, die Ergebnisse beim
Rechnen mit natiirlichen Zahlen zu gewinnen, ndmlich beispielsweise das
Weiterzdhlen bei der Addition und das Weiter- oder Riickwirtszdhlen bei der

Subtraktion (Padberg 1992, S. 9).

2.1.4.1 Kardinalzahlaspekt

Die Grundlage fiir ein erfolgreiches Mathematiklernen liegt im Verstdndnis des
kardinalen Zahlbegriffs, welcher auf die Erkenntnis der abstrakten 1 zuriickgreift.
Ausgehend von der Ausgangsmenge 1 entsteht durch das Hinzufiigen von immer
neuen mit 1 definierten Elementen die unendliche Menge der natiirlichen Zahlen.
Diese innere logische Folge des Aufbaus der Zahlenreihe nennt man Seriation. Auf
die Frage ,,Wie viel?* kann mit Hilfe der natiirlichen Zahlen eine Antwort beziiglich
der Quantitit von Dingen gegeben werden, welche aufgrund ihrer qualitativ gleichen
Eigenschaften abzéhlbar sind und als eine Menge klassifiziert werden konnen, wie
z.B. 3 Hunde, 4 Biicher, 5 Wiirfel usw. (vgl. hierzu Beispiel (1)). Das Wesen einer
Zahl ist aber erst dann verstanden, wenn die Einsicht vorhanden ist, dass eine Zahl
als Reprisentant fiir eine festgelegte Anzahl der 1 steht, 4 Biicher reprisentieren 4
mal die Menge eines Buches (4 = 4 x 1). Werden nun Mengen von Objekten
verglichen, wird von den Eigenschaften vollig abstrahiert und lediglich die Anzahlen
der enthaltenen 1 verglichen (Moser Opitz 2001; Hasemann 2007).

Zum Verstandnis des Kardinalzahlaspektes gehort neben dem Benennen einer
Anzahl durch des Zahlwort und der entsprechenden Ziffernschreibweise umgekehrt
auch das Zuordnen einer bestimmten Anzahl hinsichtlich eines gesprochenen
Zahlwortes oder einer in Ziffernschreibweise dargebotenen Zahl. Grundlage des
Gebrauchs natiirlicher Zahlen als Kardinalzahlen ist neben den Kenntnissen der
Zahlwortreihe auch die Ziffernschreibweise und die jeweiligen Zahlworter (Padberg

1997).

2.1.4.2 Ordinalzahlaspekt

In Abgrenzung zum kardinalen Zahlaspekt kennzeichnen die im vorangegangenen

Beispiel (2) genannten Zahlen eine Reihenfolge innerhalb einer total geordneten
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Reihe, indem sie Rangplidtze darstellen, welche innerhalb einer Menge eine
bestimmte Ordnung markieren. Die Verwendung von natiirlichen Zahlen als
Ordnungszahlen geben Antwort auf die Fragen ,,Der bzw. die wievielte?** oder ,,An
welcher Stelle?“. Auch im Beispiel (3) wird eine bestimmte Reihenfolge mittels
natiirlicher Zahlen beschrieben. Jedoch wird die Reihenfolge hier durch sogenannte
Zihlzahlen gekennzeichnet. Den Objekten werden die natiirlichen Zahlen in der
Abfolge, wie sie im Zihlprozess durchlaufen werden, zugeordnet: eins, zwei, drei
usw. (Padberg 1992).

Piaget geht davon aus, dass erst durch die Verbindung von Ordinal- und Kardinalzahl
die Zahl als solche konstruiert wird, weil ,,(...) die Ordination stets die Kardination
voraussetzt und umgekehrt* (Piaget/Szeminska 1975, S. 166). Der Zahlbegriff ist erst
dann erworben, wenn eine Verbindung zwischen ordinaler und kardinaler
Korrespondenz hergestellt ist. Der 5. Rang wird durch die Anzahl von insgesamt fiinf
Objekten definiert und unterscheidet sich genau durch die Anzahl der Objekte von
den vorherigen und folgenden Réngen. ,,Die Zahl fiinf besteht somit aus dem fiinften

Rang und der Anzahl fiinf* (Moser Opitz 2001, S. 37).

2.1.4.3 Malzahl-, Operator- und Codierungsaspekt

Als Antwort auf die Fragen ,,Wie teuer?, ,,Wie lang?“, ,,Wie breit?* oder ,,Wie
schwer?* benutzt man natiirliche Zahlen als Mafzahlen zur Bezeichnung von Grof3en
beziiglich einer gewdhlten Einheit, wie die Beispielgruppe (4) zeigt. Sie konnen fiir
die Herstellung von Skalen, wie z.B. fiir Zeit- oder Temperaturangaben genutzt
werden. In der Beispielgruppe (5) hingegen beschreiben die natiirlichen Zahlen,
,»Wie oft?* eine Handlung oder ein Ereignis ausgefiihrt wird. Die Vielfachheit des
Vorgangs wird mittels eines Operators, dargestellt. Beispiel (6) zeigt demgegeniiber,
dass eine bestimmte (Reihen-)Folge von Ziffern lediglich zur Codierung dienen
kann. Zum Benennen und Unterscheiden von Dingen werden bestimmte
Ziffernfolgen benutzt, wobei es sich nicht im eigentlichen Sinn um natiirliche Zahlen
handelt, da ihnen gewisse Zahleigenschaften, wie das sinnvolle Ordnen oder

Rechnen, nicht zukommen (Padberg 1992).
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2.1.4.4 Rechenzahlaspekt

Die in den Beispielen (6) und (7) verwendeten natiirlichen Zahlen werden als
Rechenzahlen zum Rechnen benutzt. Dies geschieht im Beispiel (6) unter der
Beriicksichtigung von algebraischen GesetzmiBigkeiten, wobei die Idee ist, ,, (...)
jede Zahl in der Hauptsache als Ergebnis von Rechenoperationen mit (in der Regel)
anderen Zahlen aufzufassen. (...) Der algebraische Zahlaspekt fasst die einzelne Zahl,
bildhaft gesprochen, als Knoten im Netz der iibrigen Zahlen auf, mit denen sie iiber
Rechenoperationen verbunden ist* (Maier 1990, S. 43). Beispiel (7) hingegen weist
darauf hin, dass man ,, (..) nach eindeutig bestimmten Folgen von
Handlungsanweisungen ziffernweise rechnen kann“ (Padberg 1992, S. 8). Das
Rechnen nach einer genau definierten Handlungsvorschrift nennt man

algorithmischen Aspekt der Rechenzahlen.

2.1.5 Dekadisches Positionssystem

Vor allem durch die in zahlreichen Auflagen gedruckten Rechenbiicher von Adam
Ries verbreitete sich im 16. Jahrhundert unsere heutige arabische Zahlschrift in
Europa. Der damit einhergehende Verlust an Anschaulichkeit sowie eine starke
Steigerung der Abstraktion ermdoglicht jedoch einen dufBerst prignanten, effizienten
und leistungsfihigeren Umgang mit den vier Rechenoperationen im gréBeren
Zahlenraum.

Das aus dem griechischen stammende Wort ,,deka‘ fiir ,,zehn* weist bereits auf eines
der beiden wichtigsten Merkmale des Stellenwertsystems innerhalb des Zahlaufbaus
hin, die reine Zehnerbiindelung. Nach dem Biindelungsprinzip werden nur
Zehnerpotenzen verwendet, die jeweils 10 Vertreter einer Einheit zu einer groferen
Einheit zusammenfassen: 10 Einer werden zu einem Zehner, 10 Zehner zu einem
Hunderter, 10 Hunderter wiederum zu einem Tausender usw. gebiindelt. Die zweite
wichtige Besonderheit unseres dezimalen Stellenwertsystems ist die Position der
einzelnen Ziffern innerhalb einer Zahl. Zur Darstellung sé@mtlicher Zahlen benutzen
wir insgesamt die zehn Zahlzeichen, die Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, und 9. Je nach
Stellung der Ziffern innerhalb der Zahl ist der Wert dieser unterschiedlich. Die
Ziffern betrachtend besteht die 555 beispielsweise ausschlieBlich aus drei Fiinfen, die

aber unter Beriicksichtigung der verschiedenen Stellenwerte einen unterschiedlichen
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Wert haben: die fiinf an erster Stelle bedeutet somit 5 Hunderter, die an zweiter
Stelle 5 Zehner und die an dritter Stelle 5 Einer. Auf die Angabe von Biindelungs-
einheiten wie Einer, Zehner, Hunderter usw. kann aufgrund des spezifischen Wertes
einer bestimmten Stelle innerhalb einer Zahl verzichtet werden. Nicht besetzte
Stellen miissen bei der Ziffernschreibweise durch Nullen gekennzeichnet werden, z.
B. 308. Zusammengefasst ldsst sich also sagen, dass jede Ziffer im
Stellenwertsystem uns also zwei Informationen liefert: den Zahlenwert, welcher
Aussagen zur Anzahl der Biindel der betreffenden Michtigkeit macht und den
Stellenwert, der die Michtigkeit des zugehorigen Biindels angibt (Padberg 1997).

Eine zusitzliche Anforderung fiir das Verstehen des dekadischen Positionssystems
ist die unterschiedliche Sprech- und Schreibweise von zweistelligen Zahlen, welche
Inversion genannt wird. Im Zahlwort wird zuerst die Einer- und anschlieend die
Zehnerstelle gesprochen (drei — und — fiinfzig), wohingegen die Ziffernnotation in
der Regel bei der Zehnerstelle beginnt (fiinf und drei = 53). Ausgenommen von
dieser Regelung sind nur die Zahlen 11 und 12. Bei Zahlen grofer als 100 wird der
Zahlname in der Ziffernschreibweise unter Angabe der Biindelungseinheiten

genannt, z.B. Dreitausendachthundertsechsundzwanzig.

2.1.6 Zusammenfassung

Voraussetzung fiir das Erlernen der Zahlenmathematik ist zunédchst das Aneignen
von Kenntnissen und FEinsichten der formalen Sprache, in der mathematische
Sachverhalte ausgedriickt werden. Hierzu gehoren die Reproduktion der Zahlnamen,
das Erlernen der Zahlsymbole, sowie die Zuordnung beider zueinander und zu der
jeweiligen, damit ausgedriickten Menge. Die nichste Abstraktionsstufe im
mathematischen Lernen bildet das kardinale Verstehen der Zahlen als eine abstrakte
Menge und den daraus resultierenden Zahlbeziehungen, sowie die Einsicht in das
dekadische Positionssystem.

Das eigentliche Kernstiick des Mathematikunterrichts der ersten vier Schuljahre
bildet die Arithmetik, ,,das Teilgebiet der Mathematik, das sich mit den Zahlen und
ihren Verkniipfungen nach bestimmten Rechengesetzen befasst* (Brockhaus 1995, S.
114). Notwendige Grundlage hierfiir ist das Verstdandnis der spezifischen kardinal-
operativen Zusammenhinge. Daraus wird deutlich, dass die Zahlenmathematik ein

hierarchisch strukturierter Lerngegenstand ist. Das Verstdndnis von Gedanke B setzt
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zwingend das Verstindnis von Gedanke A voraus. An einem Beispiel verdeutlicht

heifit das, dass ein Kind die Logik des dezimalen Zahlensystem nur verstehen kann,

wenn zuvor ein kardinales Zahlverstindnis entwickelt wurde.

Abschlielend wird in Abbildung 6 am Beispiel der Zahl 18 verschiedene mogliche

Zahlbeziehungen und deren operationalen Zusammenhénge auszugsweise dargestellt.

18x1

15x1+3x1

3x6

20-2 15+2+1

36 :

2

25-17

| Das Donpelte von 9 |

\\ ‘ / | 1 Zehner + 8 Einer |
7/<

Abb. 6: Zahlbeziehungen
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2.2 Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich®

Mit dem Beschluss vom 15.10.2004 hat die Kultusministerkonferenz’' eine
Vereinbarung {iiber nationale Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die
Jahrgangsstufe 4 getroffen. Diese werden seit Beginn des Schuljahres 2005/2006 von
den Lindern der BRD ,, (...) als Grundlagen der fachspezifischen Anforderungen fiir
den Unterricht im Primarbereich tibernommen* (Beschliisse der KMK 2004, S. 3)8,
angewandt und implementiert.

Die Standards und ihre Einhaltung unterliegen der stindigen Weiterentwicklung
mittels Testinstrumenten durch das von den Lindern gemeinsam beauftragte Institut
fiir Qualitdtsentwicklung im Bildungswesen (IQB). Zusétzlich wird in landesweiten
bzw. ldnderiibergreifenden Orientierungs- und Vergleichsarbeiten festgestellt, in
welchem Verhiltnis die Standards erreicht werden. Die Qualitit der Schule soll
dadurch einerseits bewahrt und weiterentwickelt werden. Andererseits soll die
Vergleichbarkeit schulischer Abschliisse durch Leistungsmessungen gesichert

werden (ebd).

2.2.1 Funktion

Bildungsstandards orientieren sich nach Klieme u.a. (2007) an den als verbindlich
erachteten allgemeinen Bildungszielen, denen schulisches Lernen folgen soll. Sie
konkretisieren aus diesem Grund den Bildungsauftrag, den Schulen zu erfiillen
haben, indem sie grundlegende mathematische Kompetenzen qualitativ inhaltlich
benennen und sie als zentrale Regelstandards9 formulieren, welche Schiiler wihrend
dieser Zeit im Fach Mathematik erworben haben sollen. Der Fokus wird dabei auf
das Ergebnis schulischen Lernens (Output-Orientierung), dem Erfassen und
Bewerten von Lehr- und Lernergebnissen, gerichtet. Uberpriift werden soll, ob die

Kompetenzen und damit die zentralen Bildungsziele im Bereich Mathematik am

® Die nachfolgenden Ausfiihrungen beziehen sich teilweise auf Bildungsstandards im Allgemeinen,
eingeschlossen sind fiir die hiesige Thematik aber immer die Bildungsstandards im Fach Mathematik
fiir den Primarbereich.

7 Im Folgenden KMK genannt.

¥ Als Autoren dieser Quelle ist im Literaturverzeichnis das Sekretariat der Stindigen Konferenz der
Kultusminister der Linder in der Bundesrepublik Deutschland angegeben.

9 Regelstandards beziehen sich auf Kompetenzen, die in der Regel von den Schiilern einer Klasse
oder Altersgruppe durchschnittlich erreicht werden sollen. Im Vergleich dazu beziehen sich
Mindeststandards auf ein definiertes Minimum an Kompetenzen, dass Schiiler zu einem festgelegten
Zeitpunkt wissen miissen (Artelt/Riecke-Baulecke 2004).
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Ende der Grundschulzeit tatsdchlich erworben wurden (Artelt/Riecke-Baulecke
2004; Klieme u.a. 2007).

Mit Hilfe standardbezogener Tests werden drei verschiedene Funktionen von
Bildungsstandards iiberpriift. Auf ihrer Grundlage konnen erstens Lernergebnisse
erfasst und bewertet werden. Infolgedessen kann eine Beurteilung erfolgen, ob die
geforderten Kompetenzen erworben, Bildungsstandards eingeldst wurden und in
welchem Rahmen das Bildungssystem seinen Auftrag erfiillt hat
(Bildungsmonitoring). Eine zweite Funktion besteht in der Schulevaluation. Indem
den Schulen eine Riickmeldung iiber die Ergebnisse ihrer Arbeit gegeben wird,
kann iiberpriift werden, inwieweit eine Schule ihr pddagogisches Ziel erreicht hat.
Und drittens soll schlieflich der Einsatz von Testverfahren auf der Basis von
Bildungsstandards eine individuelle Diagnostik von spezifischen Stirken und
Schwichen der Schiiler ermoglichen sowie Hinweise zur notwendigen Forderung

geben (Klieme u.a. 2007).

2.2.2 Dimensionen

Das von der KMK entwickelte Strukturprinzip dieser Standards wird von den drei
Dimensionen Kompetenzen, Leitideen und Anforderungsbereiche geprigt. Im
Zentrum der Beschliisse steht ein Kompetenzmodell, das folgende fiinf allgemeine
mathematischen Teilkompetenzen beschreibt, die fiir eine erfolgreiche Nutzung und

Aneignung von Mathematik von zentraler Bedeutung sind:

(1) Probleme mathematisch 16sen

(2) mathematisch kommunizieren

(3) mathematisch argumentieren

(4) mathematisch modellieren

(5) mathematische Darstellungen verwenden (nach den Beschliissen der KMK

2004).

Die zweite Dimension ordnet den allgemeinen mathematischen Kompetenzen
Standards fiir inhaltsbezogene  mathematische Kompetenzen, sogenannte

mathematische Leitideen zu. Inhaltlich sind das die Kategorien
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(1) Zahlen und Operationen (Zahldarstellungen und Zahlbeziehungen verstehen,
Rechenoperationen verstehen und beherrschen, in Kontexten rechnen)

(2) Raum und Form (sich im Raum orientieren, geometrische Formen und
Abbildungen erkennen, benennen und darstellen, Flichen- und Rauminhalte
vergleichen und messen)

(3) Muster und Strukturen (GesetzméBigkeiten und funktionale Beziehungen
erkennen, beschreiben und darstellen)

(4) GroBen und Messen (GroBenvorstellungen besitzen, mit Gréen in
Sachsituationen umgehen)

(5) Daten, Héufigkeit und Wahrscheinlichkeit (Daten erfassen und darstellen,
Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen in Zufallsexperimenten vergleichen)

(nach den Beschliissen der KMK 2004).

Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen werden zum Losen mathematischer
Aufgaben in unterschiedlichen Auspriagungen bendotigt. Die dritte Dimension
differenziert zwischen den drei Anforderungsbereichen Reproduzieren (I),
Zusammenhinge herstellen (II) sowie Verallgemeinern und Reflektieren (III), die
einen Orientierungsrahmen fiir Schiilerleistungen darstellen. Anspruch und kognitive

Komplexitidt nehmen von (I) bis (IIT) im Allgemeinen zu (ebd.).

2.2.3 Ziel: Mathematisches Verstindnis

Konkrete Aufgabe des Mathematikunterrichts in der Grundschule ist es laut der
Beschliisse der KMK, eine grundlegende mathematische Kompetenz bei Kindern zu
entwickeln und somit ein Fundament fiir die lebenslange Auseinandersetzung mit
mathematischen Anforderungen des tiglichen Lebens zu schaffen. In den
Vordergrund treten dabei nicht die traditionellen Sachgebiete Arithmetik, Geometrie,
GroBlen und Sachrechnen, sondern ,, (...) allgemeine und inhaltsbezogenen
Kompetenzen, die fiir das Mathematiklernen und die Mathematik insgesamt
charakteristisch sind‘“ (Beschliisse der KMK 2004, S. 6). Es darf keine Reduktion des
Mathematiklernens auf die Aneignung von Kenntnissen und Fertigkeiten erfolgen,
sondern ,das Ziel ist die Entwicklung eines gesicherten Verstiindnisses'’

mathematischer Inhalte” (ebd.). Inhaltliche und allgemeine mathematische

19 Rursivschrift im Original
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Kompetenz wird dementsprechend als Verstdndnis in der Sache selbst, der inneren

Logik der Zahlenmathematik, definiert.

2.3 Begriffsdefinition Dyskalkulie

Ausgehend von dieser Definition mathematischer Kompetenz, stellt sich im Sinne
der KMK die Frage, was es bedeutet, kein zahlenmathematisches Verstiandnis
entwickelt zu haben. In diesem Zusammenhang kann von einem spezifischen
Wissensdefizit im Bereich fundamentaler arithmetischer Einsichten gesprochen
werden, was als Rechenschwiiche'' bezeichnet wird.

Aus der Fiille verschiedener Begriffsbestimmungen von Dyskalkulie in der Literatur
wihle ich fir meine Arbeit die der Weltgesundheitsorganisation'? als
Arbeitsdefinition, weil diese als rechtliche Grundlage fiir Diagnoseentscheidungen
und Kosteniibernahmen fiir therapeutische Interventionen nach §35a des
Sozialgesetzbuches VIII gilt."

Nach der Internationalen Klassifikation psychischer Storungen (ICD-10) wird
Rechenschwiche als Rechenstorung aufgefithrt und zdhlt somit zu den
Entwicklungsstorungen schulischer Fertigkeiten, welche unter Punkt F81.2 zu finden
sind. Rechenstorung wird hier definiert als ,,(...) eine umschriebene Beeintriachtigung
von Rechenfertigkeiten, die nicht allein durch eine allgemeine Intelligenzminderung
oder eine unangemessene Beschulung erklirbar ist. Das Defizit betrifft vor allem die
Beherrschung grundlegender Rechenfertigkeiten, wie Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division, weniger die hoheren mathematischen Fertigkeiten, die
fir Algebra, Trigonometrie, Geometrie und Differential- sowie Integralrechnung
benotigt werden* (Dilling/Mombour/Schmidt 2005, S. 277).

Diese Begriffsbestimmung der WHO geht von der doppelten Diskrepanzhypothese
aus. Laut Definition kann die Diagnose Rechenstérung dementsprechend erst

vorliegen, wenn einerseits eine normale allgemeine Intelligenz diagnostiziert wird

"' Im Folgenden auch als Dyskalkulie bezeichnet.

> Im Folgenden WHO genannt.

" § 35a SGB VIII: Eingliederungshilfe fiir seelisch behinderte Kinder und Jugendliche

,.Kinder oder Jugendliche haben Anspruch auf Eingliederungshilfe, wenn 1. ihre seelische Gesundheit
mit hoher Wahrscheinlichkeit langer als sechs Monate von dem fiir ihr Lebensalter typischen Zustand
abweicht, und 2. daher ihre Teilhabe am Leben in der Gesellschaft beeintrichtigt ist oder eine solche
Beeintrichtigung zu erwarten ist. Von einer seelischen Behinderung bedroht im Sinne dieses Buches
sind Kinder oder Jugendliche, bei denen eine Beeintrichtigung ihrer Teilhabe am Leben in der
Gesellschaft nach fachlicher Erkenntnis mit hoher Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist
(Bundesministerium der Justiz 1990)
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und andererseits eine Diskrepanz zwischen der Intelligenzleistung und der
spezifischen Teilleistung im Bereich Rechnen besteht, d. h., ,,die Rechenergebnisse
sollen in diesem Fall unterhalb des Durchschnittsbereiches der Altersgruppe liegen
und sich intraindividuell vom Intelligenzwert unterscheiden® (Ricken 2003, S.

261).1

2.4 Testverfahren zur Erfassung von Mathematikkompetenzen und —schwichen

Zur Erfassung und Bewertung der Mathematikleistungen -kompetenzen und —
schwichen von Kindern und Jugendlichen stehen aktuell eine Fiille von
deutschsprachigen Testverfahren zur Verfiigung, die iiberblicksartig von Schuchardt
und Hasselhorn (2005) dargestellt sind. Fiir diese Arbeit von Bedeutung sind sowohl
die mathematischen Schulleistungstests, wie der DEMAT 4 (Deutscher
Mathematiktest fiir vierte Klassen) oder der HRT (Heidelberger Rechentest), aber
auch neuropsychologisch basierte Testverfahren, wie der ZAREKI (Testverfahren
zur Dyskalkulie) und das RZD 4 (Rechenfertigkeiten- und Zahlenverarbeitungs-
Diagnostikum fiir vierte Klassen), die alle samt am Ende der Grundschulzeit
anwendbar sind. Die genannten Tests gelten in Bezug auf die Testgiitekriterien
Objektivitdt, Reliabilitdt und Validitit als standardisiert und auf den Vergleich mit

der Alters- oder Jahrgangsnorm als normiert.

2.4.1 Quantitative Diagnostik mathematischer Kompetenz

Quantitative Testverfahren zur Erfassung von Mathematikkompetenzen basieren auf
der klassischen Testtheorie. Losungen werden nach richtigen oder falschen
Rechenergebnissen ausgewertet. Dies geschieht teilweise unter der Beriicksichtigung
von bestimmten Zeitvorgaben zum Losen der Aufgaben oder notwendiger

wiederholter Prisentation der Aufgabenstellung durch eine Abstufung der

'* Eine ausfiihrliche kritische Betrachtung der Arbeitsdefinition kann im Rahmen der vorliegenden
Arbeit leider nicht stattfinden. Erwihnt sei aber, dass bereits in der neueren Forschung dieser
Definitionsansatz als iiberholt gilt. Zunidchst ist eine klare begriffliche Differenzierung von
Rechenstorung als Lernstérung und Rechenschwiche als Teilleistungsschwiche notwendig. Weiterhin
sei darauf hingewiesen, dass Kinder, welche unterdurchschnittlich intelligent sind aus dem
Definitions- und somit auch aus dem Diagnostik- und Kosteniibernahmerahmen herausfallen. Kritisch
ist auch die Art und Weise der Diagnosemoglichkeiten des Intelligenzquotienten, da oftmals der
Bereich der Mathematik eine wesentliche Rolle fiir die Ermittlung der allgemeinen Intelligenz eines
Menschen spielt. Und abschlieBend sei auf die mogliche Ubertragung von Sekundirsymptomatiken
einer vorliegenden Rehchenschwiche auf andere Leistungsbereiche hingewiesen (Lorenz/Radatz,
1993; Gaidoschik 2003; Lorenz 2005; Hasselhorn, Marx und Schneider 2005).
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Punktevergabe. Die erfassten Rechenergebnisse aus den Subtests werden in
Punktwerte und den Testgesamtrohwert quantifiziert und in vergleichbare
Zahlenwerte (Prozentrangwerte) umgewandelt, um so die individuelle Leistung mit
der Gruppennorm abzugleichen. Die ermittelte Norm der Klassenstufe und
Altersgruppe wird also in Bezug zur individuellen Leistung gesetzt. AnschlieBend
erfolgt wiederum eine Qualifizierung der Ergebnisse iiber die Zuschreibung der
subjektiven Eigenschaft des Rechenkonnens oder eine Interpretation hinsichtlich
einer vorliegenden Rechenschwiche (Ricken 2003).

Eine Bewertung der individuellen Qualitdt der rechnerischer Kompetenz des
Probanden ergibt sich hier aus dem Grad von Losungshiufigkeiten verglichen mit
der Klassen- und Alterskohorte. Das erfolgreiche Erbringen einer normierten
Leistung durch das Erzeugen von richtigen Rechenergebnissen fiihrt zu einer
positiven individuellen Platzierung innerhalb der als Norm begriffenen Leistung,
sowie der Wertung iiber das Vorliegen der geforderten Rechenfertigkeiten. Die
Ergebnisse lassen dementsprechend Aussagen zu, ob der Proband ,,(...) mit seinen
Punkten im Durchschnittsbereich seiner Altersgruppe, darunter oder dariiber liegt*
und um die ,,(...) GroBe des Entwicklungsproblems des Kindes relativ zur Population
deutlich zu machen* (Ricken 2003, S. 264).

Die Logik dieser Testverfahren basiert auf der theoretischen Annahme, dass bei
einem richtig hervorgebrachten Ergebnis einer bearbeiteten Aufgabe deren Sachlogik
verstanden sein muss. Das richtige Ergebnis gilt als Indikator fiir mathematische

Kompetenz.

2.4.2 Qualitative Diagnostik mathematischer Kompetenz

Aus den Kritikpunkten gegeniiber den quantitativen Verfahren heraus haben sich in
den letzten Jahren einige unabdingbare charakteristische Merkmale fiir die Erfassung
mathematischer Kompetenzen und der sich daraus ergebenden Diagnose von
Rechenschwiche entwickelt. Diese sind nur durch eine qualitative Diagnostik
realisierbar, wofiir es aber bislang nach Gaidoschik (2003) und Lorenz (2003) keine
empfehlenswerten veroffentlichten Testverfahren gibt, die ausreichend ,,Aufschluss
dariiber geben konnen, welche falschen Denkschritte und Operationen solchen

Fehlern zu Grunde liegen* (Lorenz 2003, S. 145).
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Ausgehend von der theoretischen Annahme, dass richtige Rechenergebnisse keine
Aussage tiber mathematische Kompetenz liefern, setzen qualitative Verfahren genau
an der Analyse des Losungsprozesses an. Ziel soll eine auf lerntherapeutische
Intervention ausgerichtete Diagnostik sein, mit Hilfe derer ,,(...) moglichst genau
aufgeschliisselt werden kann, wie, auf Grundlage welcher Vorstellungen und
Gedanken”, die zdhlbaren Rechenfehler, aber eben auch richtige Ergebnisse
zustande kommen‘‘ (Gaidoschik 2003, S. 134).

Eine reine Leistungserfassung zur Beurteilung einer individuell vorliegenden
mathematischen Kompetenz reicht einer guten und exakten Kompetenz- und
Rechenschwichediagnose nicht aus. Der péddagogisch-psychologische Charakter
solch eines Befunds verlangt geradezu eine Differenzial- und Forderdiagnostik,
welche die konkreten Schwierigkeiten und deren Erscheinungsformen — im
mathematischen Grundlagenbereich erfassen und gleichzeitig Hinweise auf konkrete

Fordermoglichkeiten geben konnen (Wehrmann 2007; Fritz 2003; Klauer 2003).

Grissemann (2000) und Lobeck (1996) sprechen in diesem Sinne von einer

Lerndiagnostik, die sich in drei zentrale Dimensionen gliedert:

1. Diagnostik der kognitiven, emotionalen und didaktisch-curricularen
Lernvoraussetzungen
2. Diagnostik des schulisch-sozialen Lernumfeldes

3. Lernprozessdiagnostik.

Inhaltliches Kernstiick einer Diagnostik mathematischer Kompetenz ist der dritte
Teil. Dieser umfasst eine qualitative mathematische Lernstandsanalyse, mit Hilfe
dieser der Stand des arithmetischen Verstindnisses des Probanden beziiglich der
Sachlogik selbst untersucht wird. Nur so kann geklidrt werden, ob die Zahlenlogik
verstanden ist bzw. ob sie fragmentarisch oder falsch verstanden wurde. Das
Augenmerk liegt hierbei nicht auf den Vergleich von individuellen Leistungen mit
Alters- oder Klassennormen, sondern auf dem Begutachten des individuellen
Verstiandnisses an der Logik der Sache selbst. Offengelegt werden muss die
subjektive Logik des Individuums im Umgang mit Zahlen. Dabei gibt die qualitative

Fehleranalyse Aufschluss iiber die Besonderheiten mathematischer Vorstellungen,

'3 Kursivschrift im Original
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Denkweisen und die subjektiven Algorithmen des Probanden. Hierbei soll ,(...)
nicht bestitigt werden, dass Rechenschwierigkeiten vorliegen, sondern es wird
ermittelt, um welche'® Rechenschwierigkeiten es sich handelt* (ZTR 2008).

Dies geschieht im Wesentlichen durch die Interview-Technik und Methode des
,lauten Denkens®“, bei der der Proband Auskunft iiber seine Gedanken und
Vorstellungen auf dem Rechenweg und gegebenenfalls iiber konkrete Techniken
gibt. Durch aufmerksames Beobachten des Verhaltens, der Mimik, Gestik und
Korpersprache und gezieltes Nachfragen durch den Tester, sowie ausfiihrliches
Kommentieren beim Losen der Aufgaben durch den Probanden, wird versucht, die
individuellen Rechenstrategien aufzudecken. Subjektiv falsche oder umsténdliche
Algorithmen und zahlbegriffslose Losungswege lassen sich so ermitteln und
Riickschliisse auf das Verstdndnis mathematischer Inhalte und Operationen erzielen.
Zusitzlich wird die Technik ,,Beobachtung des konkreten Handelns mit
mathematisch  strukturierten  Veranschaulichungsmitteln®  genutzt, wodurch
mathematische Handlungstechniken auf der konkret handelnden Ebene qualitativ
analysiert werden, um Aufschluss iiber das inhaltliche Verstindnis der Materie zu
bekommen (Kwapis 2007; ZTR 2008; Wehrmann 2007; Ricken 2003). Die Menge
der mathematisch inhaltlich zu testenden Gebiete richtet sich nach der Altersstufe des
Probanden, welche an die Abstraktionsstufen und Logik der Zahlenmathematik
angelehnt sind.

Die Besonderheiten der Dyskalkuliediagnostik liegen also in dem Erstellen eines
umfangreichen individuellen Fehlerprofils, was nur mittels einer qualitativen
Fehleranalyse und Beurteilung der Rechentechniken hergestellt werden kann.
Individuelle Losungsstrategien des Klienten, die auf  Wissensmidngel um
mathematische Abstraktionen basieren, sowie daraus resultierende logikabsente
Hilfs-/Verfahrenstechniken, z. B. (Aus-) Zihlen statt rechnen, werden offengelegt.
Mit Hilfe dieser individuell differenzierenden Informationen konnen Aussagen zum
Ansatz und Umfang einer moglichen (dyskalkulietherapeutischen) Forderung
gemacht werden, so dass gezielt an der Stelle angesetzt werden kann, an der die
mathematischen Verstidndnisprobleme des Probanden beginnen (Wehrmann 2007;

Ricken 2003; Fritz 2003; Klauer 2003).

' Rursivschrift im Original
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2.5 Zusammenfassung

Die von der KMK beschlossenen Bildungsstandards determinieren den als
mathematische Kompetenz umschriebenen Output des Mathematikunterrichts fiir die
Grundschulzeit. Inhaltlich muss dies grundlegend an der charakteristischen Eigenheit
des Fachs Mathematik, den hierarchisch angeordneten Abstraktionsstufen
mathematischen  Lernens, ankniipfen. Von erworbenen mathematischen
Kompetenzen kann erst dann gesprochen werden, wenn der Rangordnung nach jede
einzelne Stufe der Zahlenmathematik inhaltlich verstanden wurde.

Darauf aufbauend miissen Testverfahren, welche sich der Ermittlung mathematischer
Kompetenzen zuwenden, in der Lage sein, Aussagen auf drei Ebenen zu machen:
erstens iiber die reine Beurteilung, ob mathematische Kompetenz im Sinne von
Verstindnis  vorliegt. Daraus ergibt sich zweitens logischerweise das
Beurteilungskriterium fiir die Diagnose einer Rechenschwiiche nach der Definition
der WHO. Und drittens muss schlussfolgernd aus dem Test hervorgehen, was
inhaltlich nicht verstanden wurde, wo also intervenierend, im Sinne eines Aufbaus

mathematischen Verstdndnisses angesetzt werden muss.
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3 Fragestellungen'’

Ausgehend von dem Beschluss der Kultusministerkonferenz hinsichtlich der
Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich sollen die auferlegten
Standards und ihre Einhaltung mittels Testinstrumentarien iiberpriift werden. Daraus

ergibt sich fiir mich nachstehende Forschungsfrage:

(1) Beurteilen die eingesetzten Testinstrumentarien die Einhaltung von

Bildungsstandards anhand vorliegender mathematischer Kompetenz?

Die in den letzten Jahren fiir diesen Zweck entwickelten Testverfahren gehen
quantitativ und standardisiert vor. Folgende grundlegende Fragstellungen sind

naheliegend:

(2) Werden quantitative standardisierte Testverfahren dem Anspruch der
KMK gerecht indem sie individuelle mathematische Kompetenz
ermitteln?

(3) Ist die anhand der Fehlerquote diagnostizierte Kompetenz ein Mal}stab

fiir das individuelle mathematische Verstindnis eines Schiilers?

Wie bereits in den theoretischen Uberlegungen in Punkt 2.4.2 erliutert, werden aus
den aktuellen wissenschaftlichen Diskussionen zum Thema Forderungen hinsichtlich
einer qualitativen prozess-analytischen Diagnostik gestellt. Bis dato liegen keine
Studien iiber den Vergleich der Erkenntnisse quantitativer und qualitativer
Testverfahren zur Ermittlung mathematischer Kompetenz vor. Aus diesen

Uberlegungen lassen sich umgekehrt nachfolgende Forschungsfragen formulieren:

(4) Kann mit Hilfe einer prozess- analytischen Erhebung der individuelle
mathematische Verstindnisgrad gemessen werden?
(5) Messen qualitative  Verfahren  schlussfolgernd  mathematische

Kompetenz?

"7 Sowohl fiir meine Fragestellungen, als auch die in Kapitel 5.1.2 aufgestellten Hypothesen beziehen
sich meine Aussagen iiber quantitative Testverfahren auf den in der Untersuchung verwendeten
ZAREKI und DEMAT 4 bzw. den JRT als qualitatives Erhebungsinstrument.
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Betrachtet man ferner das nicht Vorhandensein mathematischer Kompetenz als
Definitionskriterium von Rechenschwiche, sind folgende Fragestellungen von

weiterem Interesse:

(6) Konnen quantitative Testverfahren eine Dyskalkulie diagnostizieren?
(7) Kann mit Hilfe eines qualitativen Testverfahrens eine Rechenschwiche

diagnostiziert werden?

Weiterfithrend sind im péadagogisch psychologischen Bereich nicht nur das
Feststellen mathematischer Defizite, sondern vor allem intervenierende Maflnahmen
zur Aufarbeitung und Beseitigung dieser von hochstem Interesse. Daraus ergeben

sich abschlieBend nachstehende Fragestellungen:

(8) Geben quantitative Dyskalkuliediagnoseverfahren Aufschluss dariiber,
wo genau eine lerntherapeutische Intervention ansetzen muss?

(9) Sind qualitative Dyskalkuliediagnoseverfahren in der Lage Aussagen
dariiber zu machen, an welchen defizitdren Inhalten eine Forderung im
Rahmen des lernhierarchischen Gegenstandes der Zahlenmathematik

einsetzen muss?
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4 Empirische Untersuchung

4.1 Untersuchungsmethode: methodenbasierte Exploration

Die Untersuchung meiner Fragestellungen fdllt in den Bereich der qualitativen
Sozialforschung. Die konkret hier anzuwendende Vorgehensweise ist die

methodenbasierte Exploration anhand von drei ausgewéhlten Fallanalysen.

Ausgehend von teils implizit, teils explizit geleiteten Vorannahmen und Theorien ist
mit  Exploration ,,(...) das mehr oder weniger systematische Sammeln von
Informationen iiber einen Untersuchungsgegenstand gemeint, das die Formulierung
von Hypothesen und Theorien vorbereitet* (Bortz/Doring 2002, S. 358).

Ferner ist zwischen der theoriebasierten und methodenbasierten Exploration zu
unterscheiden. Erstere ,, (...) leitet im Zuge einer systematischen Durchsicht und
Analyse aus vorhandenen wissenschaftlichen und alltdglichen Theorien neue
Hypothesen ab* (ebd., S. 363). Mit Hilfe der methodenbasierten Exploration werden
nicht nur bereits existierende Theorien zum Thema beriicksichtigt, sondern auch die
Methoden, mit denen bislang in diesem Bereich gearbeitet wurde. Dadurch ist es
moglich, methodische Vorgehensweisen zu reflektieren und zur Exploration neuer
Hypothesen zu nutzen. ,.Die methodenbasierte Exploration trigt dazu bei, die
Verflechtung von Methoden und Erkenntnissen durch Vergleich und Variation der

Methoden transparent zu machen* (ebd., S. 370).

Verschiedene Methoden, angewandt auf denselben Untersuchungsgegenstand,
erfassen nicht automatisch ,dasselbe”. Erst ein Vergleich der Befunde von
verschiedenartigen Methoden, welche bei ein und dem selben Untersuchungsobjekt
angewendet werden, kann Auskunft iiber die mit einem Untersuchungsgegenstand
verbundenen Erkenntnisse geben. Im qualitativen Forschungsansatz spricht man
hierbei von methodologischer Triangulation.

Die vorliegende empirische Forschungsarbeit geht explorativ vor und zielt auf solch
einen Methodenvergleich von drei verschiedenen Testverfahren, welche zur
Ermittlung mathematischer Kompetenz am Ende der Grundschulzeit eingesetzt
werden, ab. Anhand von drei Fallanalysen wird die Aussagefahigkeit des ZAREKI,
des DEMAT 4 und des JRT beziiglich vorliegender mathematischer Kompetenz bei

Viertkldsslern qualitativ ausgewertet und interpretiert.
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4.1.1 ZAREKI

Die Neuropsychologische Testbatterie fiir Zahlenverarbeitung und Rechnen bei
Kindern (ZAREKI) (von Aster 2001) wurde im Rahmen eines von der Europdischen
Kommission geforderten klinisch- neuropsychologischen Forschungsprojekt
(BIOMED) entwickelt. Das Testverfahren basiert auf den theoretischen Grundlagen
der von Deloche entwickelten Akalkuliebatterie EC 301, welche bei Erwachsenen
zum Einsatz kommt (nach von Aster 2001) .

Der ZAREKI versteht sich als ein Testverfahren zur Dyskalkulie, welches die
Moglichkeit gibt, qualitative und quantitative Einblicke in wesentliche Aspekte der
Zahlverarbeitung und des Rechnens bei Grundschulkindern zu erlangen. Dieses Ziel
unterliegt dabei einer neuropsychologisch begriindeten differentiellen Diagnostik, die
im Sinne einer Subtypisierung das Erkennen von Storungen unterschiedlicher
Teilaspekte der Zahlverarbeitung und des Rechnens (Teilleistungsstorung)
ermoglichen soll. ,,Sie gibt damit auch Hinweise auf die Art Schwierigkeiten und die
daraus abzuleitenden Ziele von Forder- und Therapiemallnahmen* (von Aster 2003,
S. 176).

Die Eichstichprobe dieses Testverfahrens umfasst N=238 Kinder aus Schulen des
Kantons und der Stadt Ziirich, die in drei Altersgruppen, den Klassenstufen 2-4
entsprechend, aufgeteilt wurden.'® Das Testverfahren erfiillt die Anforderungen an
einen reliablen Leistungstest mit Cronbachs Alpha .89, Untersuchungen zur
Konstrukt- und Kriteriumsvaliditit fallen erwartungs-konform aus.

Die Testbatterie wurde als Individualtest fiir Kinder im Alter von 7;6 bis 10;11
Jahren (2. - 4. Klasse) konstruiert. Zum Losen der Testaufgaben, welche in die in
Abbildung 8 dargestellten 11 Subtests' gegliedert sind, gibt es kein vorgegebnes
Zeitlimit, die Durchfiihrungsdauer belduft sich auf ca. 15 bis 30 Minuten. Nach einer
miindlichen Testinstruktion durch den Testleiter werden die Aufgaben miindlich oder
mittels Testvorlagen dem Probanden prisentiert. Das Losen der Aufgaben erfolgt
durch mundliche, schriftliche oder motorische Reaktion, wobei das Schriftliche von

der Testperson auf einem Antwortbogen festgehalten wird. Alle Beobachtungen,

'8 In der 2006 erschienen 2. Auflage wurde der ZAREKI-R durch lingere und messgenauere Subtests
und ein neues MaB, das ,,Arbeitsgedédchtnis* (Zahlen nachsprechen) verbessert, sowie durch eine neue
Normierung in Deutschland erweitert. Die Eichstichprobe setzt sich nun aus Grundschiilern der
Klassen 1-4 aus Deutschland und der Schweiz zusammen (N = 764).

1 Die Subtests ,Zahlenstrahl*“ und ,,Riickwirtszdhlen* wurden unveriandert fiir den ZAREKI von der
Akalkulibatterie EC 301 von Deloche iibernommen.
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AuBerungen und FErgebnisse des Probanden miissen vom Testleiter im

Ergebnisbogen eingetragen werden.

Abzihlen

Zihlen riickwirts miindlich

Zahlenschreiben

Kopfrechnen (Addition und Subtraktion)
Zahlenlesen

Anordnen von Zahlen auf einem Zahlenstrahl
Zahlenvergleich (Worte)

Perzeptive Mengenbeurteilung

e T o

Kognitive (kontextuelle) Mengenbeurteilung

—
=)

. Textaufgaben
. Zahlenvergleich (Ziffern)

—_—
—_—

Abb. 7: Subtests ZAREKI (nach von Aster 2001)

Mit Hilfe jedes einzelnen der 11 Subtests soll jeweils ein bestimmter
Fertigkeitenbereich des Schiilers {iiberpriift und Informationen geliefert werden,
welche Teilaspekte der Zahlenverarbeitung und des Rechnens gestort sind. Eine
Dyskalkulie wird dann diagnostiziert, wenn der Gesamtpunktwert im Kkritischen
Bereich liegt (Prozentrangwerte von mehr als einer Standardabweichung unter dem
Mittelwert) oder wenn der Gesamtwert grenzwertig ist und ein Indexwert™ oder
mindestens drei Subtests im kritischen Bereich liegen. Mittels einer Cluster-Analyse
durch Untersuchungen an Kindern mit Lernschwichen im Rechnen konnten folgende
drei Dyskalkulie-Subtypen, die nach der Ahnlichkeit ihrer Merkmalsausprigung

gruppiert wurden, mit unterschiedlichen Fertigkeitsprofilen bestimmt werden:

- ,sprachlicher Subtyp: Schwierigkeiten im Bereich der
Zihlfertigkeit und beim Kopfrechnen, Aufbau von
Abrufstrategien und Faktenwissen ist erschwert, Verharren in

unreifen, langsamen Zahlstrategien

2 Die Werte der Subtests 3,5,7,9, 10 und 11 lassen sich zu dem Indexwert Kulturvermitteltes
Zahlenrechnen, die Werte 2 und 4 zum Indexwert Rechnen und die Werte 6 und 8 zum Indexwert
Visuell-analoge Zahlenre-prisentanz zusammenfassen.
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- arabischer” Subtyp: enorme Schwierigkeiten beim Ubertragen
von Zahlen aus der gesprochenen in die schriftliche Form, und
umgekehrt, zusitzlich Schwierigkeiten beim Vergleichen von
Zahlen in Wort- und Ziffernform

- tiefgreifender Subtyp*: schwergradige Rechenstorung, die
nahezu alle iiberpriiften Fertigkeitsbereiche betreffen (nach von

Aster 2001, S.14f)

Diese Subtypen-Klassifikationen lassen sich in der Praxis aber kaum als Reinform
finden, deswegen sollen sie eher als Orientierungshilfe fiir eine vertiefende
Diagnostik und als Informationsquelle zur Planung individueller Hilfsangebote und

Fordermafnahmen fiir Unterricht und Therapie betrachtet werden (ebd.).

4.1.2 DEMAT 4

Der Deutsche Mathematiktest fiir vierte Klassen (DEMAT 4) ist im Rahmen der
Reihe Deutscher Schultests in den Jahren 2002 bis 2005 als standardisierter
Leistungstest zur Erfassung mathematischer Kompetenzen entwickelt wurden. Auf
der Basis der  Schnittmenge der  Mathematikrahmenlehrpline  und
Mathematikbildungsstandards aller 16 deutschen Bundeslidnder erfasst der DEMAT
4 mathematische Leistungsstirken und -—schwiéchen ganzer Schulklassen oder
einzelner Schiiler im Fach Mathematik (Go6litz/Roick/Hasselhorn 2006).

Ziel der Autoren ist einerseits eine objektive, zuverldssige und curricular valide, am
Ergebnis orientierte Erfassung von Leistungsmerkmalen von Schiilern, Klassen und
ganzen Schulen im Bereich Mathematik. Diese Leistungserfassung Mitte und Ende
der vierten Klassenstufe kann weiterfilhrend genutzt werden, um entsprechende
Schullaufbahnempfehlungen zu geben oder Unterricht und Fordermalnahmen im
mathematischen Bereich zu evaluieren. Durch eine breite Differenzierung im unteren
Leistungsbereich soll andererseits auch eine Diagnose von Rechenstérungen mittels
des Tests gewihrleistet sein (ebd.).

Das Verfahren erfiillt die im Rahmen der klassischen Testtheorie gestellten
Anforderungen. Nach Aussagen der Autoren zeichnet sich der DEMAT 4 aufgrund

der standardisierten Instruktionen und Auswertungsvorgehen durch eine hohe
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Objektivitit, eine befriedigende Reliabilitidt und gute interne, sowie ausgezeichnete
externe Validitit aus (Golitz/Roick/ Hasselhorn 2005).

Der DEMAT 4 liegt als Gruppentest in zwei echten Paralleltestformen vor, die sich
lediglich in der Reihenfolge der Aufgaben unterscheiden. Das Abschreiben von
nebeneinander sitzenden Schiilern wird so verhindert. Das Testinstrument kann aber
auch als Individualtest genutzt werden, um individuelle Schiilerleistungen zu
diagnostizieren. Einsetzbar ist der Test drei Wochen vor und nach dem ersten
Halbjahr und sechs Wochen vor Ende des zweiten Halbjahres der Klassenstufe vier.
Inhaltlich nimmt der DEMAT 4 Bezug auf die drei zentralen Inhaltsbereiche des
Grundschulmathematikunterrichts:  Arithmetik, Sachrechnen und Geometrie.
Basierend auf den Bildungsstandards und Curriculum, lassen sich die 40 Aufgaben in
diese drei Subtests einteilen, welche wiederum aus den in Tabelle 1 dargestellten
verschiedenen Aufgabentypen bestehen. Die reine Nettobearbeitungszeit betragt
29:30 Minuten, inklusive der standardisierten Instruktionen sollte maximal eine

Schulstunde von 45 Minuten eingeplant werden.

Tabelle 1: Subtests und Aufgabentypen DEMAT 4 (nach Golitz, Roick, Hasselhorn 2006, S. 7)

Subtest Aufgabentyp
Arithmetik Zahlenstrahlen
Schriftliche Rechenverfahren: Addition
Subtraktion
Multiplikation
Division, auch mit Rest
Sachrechnen und GréBen GroBenvergleiche
Sachrechnungen
Geometrie Lagebeziehungen
Spiegelzeichnungen

Mittels Auswertungsschablonen kann die Anzahl korrekt geloster Aufgaben im
jeweiligen Subtest schnell und einfach ermittelt werden. Diese Subtest-Rohwerte
werden zum Testgesamtrohwert aufsummiert, so das der dazugehorige Normwert (T-
Wert, Prozentrangwert) aus der entsprechenden Normentabelle”' abgelesen werden

kann. Die individuelle Leistung eines jeden Schiilers oder die Leistungen einer

2l Die Normentabellen sind getrennt nach Geschlecht, Individual- und Klassennorm und den
Messzeitpunkten Ende 1. Schulhalbjahr der vierten Klasse und Ende 2. Schulhalbjahr der vierten
Klasse.
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ganzen Klasse konnen mit der sozialen Bezugsnorm, den Leistungen und
Ergebnissen der bundesweiten Vergleichsgruppe (Eichstichproben), sowohl fiir
jeden Subtest als auch fiir den Gesamttest verglichen, beurteilt und interpretiert

werden.
4.1.3 JRT

Der Jenaer Rechentest entsteht aktuell im Rahmen von Forschungsarbeiten am
Zentrum zur Therapie der Rechenschwiiche™ in Kooperation mit der Friedrich-

Schiller-Universitit Jena.

Auf der Basis langjdhriger Arbeit und damit einhergehender Erfahrung mit der
Diagnose und Therapie von Dyskalkulie soll ein 10sungsprozessanalytisch
orientiertes Einzeltestverfahren zur Verfiigung gestellt werden, welches eine
detaillierte  qualitative  Erfassung des individuellen zahlenmathematischen
Lernstandes ermoglicht. Kenntnisse und Unkenntnisse in den verschiedenen,
aufeinander aufbauenden Teilgebieten des arithmetischen Lernens werden im Detail
analysiert und geben somit Auskunft iiber den subjektiven Verstdndnisgrad der
kardinalen Zahlenlogik und iiber die vorliegenden Kompetenzen von
Zahlbeziehungen und Rechenoperationen der Schiiler. Durch eine Be- und
Auswertung des individuellen Losungsprozesses wird ein ausfiihrlicher Einblick in
das subjektive Verstidndnis der arithmetischen Logik des Probanden gewihrt. Die
arithmetische Logik fungiert hierbei als objektives Beurteilungskriterium, das mit
dem jeweiligen subjektiven Verstindnis der Zahlenmathematik verglichen wird und
dadurch Aussagen iiber vorhandene oder fehlende mathematische Kompetenzen des
Probanden zulésst (Steffen/Kwapis/Griitte 2008).

Es handelt sich nicht um einen standardisierten mathematischen Leistungstest zur
Erfassung der einzelnen Schiilerleistung im Verhiltnis zur Klassen- oder
Altersgruppenleistung, sondern um ein Verfahren zur Uberpriifung des subjektiven

arithmetisch logischen Verstidndnisses des Einzelnen.

2 Die Eichstichprobe umfasst N=5.266 Kinder aus dem gesamten Bundesgebiet (Golitz, Roick,
Hasselhorn 2006).

» Das Zentrum zur Therapie der Rechenschwiche (im Folgenden ZTR genannt) ist eine private,
interdisziplindr arbeitende Einrichtung mit den Tétigkeitsfeldern Test, Beratung und Dyskalkulie-
therapie, Wissenschaftstransfer, Forschung und Offentlichkeitsarbeit, welche mit iiber 50 Instituten
vorrangig im ostdeutschen Raum vertreten ist.
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Der JRT erhebt den Anspruch Aussagen auf drei Untersuchungsebenen zu

ermoglichen (nach Steffen/Kwapis/Griitte 2008):

1. Beziiglich der kultusministeriellen Vorgaben der in den Schuljahren 1-
4 hervorzubringenden mathematischen Kompetenzen, erfasst der JRT
inwieweit diese beim einzelnen Schiiler vorliegen und gibt damit
Auskunft tiber den individuellen Lernstand.

2. Der JRT untersucht, ob die mathematischen Kriterien einer
Rechenstorung nach  ICD-10  erfiillt sind. Anhand  der
zahlenmathematischen Lernstandsanalyse kann eine Aussage iiber das
Vorliegen einer Rechenschwiiche gemacht werden.**

3. Durch die detaillierte Erfassung des individuellen Verstindnisses bzw.
Unverstdndnisses der elementaren Arithmetik bildet der JRT die
Grundlage einer effektiven Dyskalkulietherapie und ermoglicht damit

einen punktgenauen Ansatz dafiir.

Die Testaufgaben des JRT orientieren sich am hierarchischen Lerngegenstand der
Zahlenmathematik und am Curriculum der Bundesldnder. Sie liegen in jeweiliger
Form fiir Schiiler der Klassenstufe 2 bis 5 vor.”> Mit steigender Klassenstufe erhdht
sich die Anzahl der Testaufgaben, so dass die Bearbeitungszeit variabel und
individuell ist. Der hierarchisch strukturierte Lerngegenstand der Mathematik und
die Rahmenlehrpline der Bundeslidnder liefern die Inhalte der Subtests, die in

Tabelle 2 dargestellt sind.

* Nach den Kriterien des ICD-10 beziiglich der Rechenstorung (F 81.2) kann mit Hilfe des JRT der
Nachweis iiber ,,umschriebene Beeintrichtigungen der Rechenfertigkeiten* hinsichtlich der Frage
nach dem Vorliegen des kardinalen Zahlverstindnisses erbracht werden, jedoch ohne die
Begutachtung der Diskrepanzkriterien der WHO. Zur abschlieBenden Diagnostik muss deshalb an
einen Kinder- und Jugendpsychiater bzw. -psychologen verwiesen werden.

% Das Testmaterial kann auch bei Kindern und Jugendlichen hoherer Klassenstufen, sowie bei
Erwachsenen zur verwendet werden, da bei einer Rechenschwiche grundlegende Rechenfertigkeiten
nicht verstanden sind.
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Tabelle 2: Subtests im JRT

Subtest Thema

Kardinaler Zahlbegriff Grobe und exakte Differenzbestimmung
Ordinaler Zahlbegriff Sachaufgaben mit Ordnungszahlen
Zahlenordnungssystem Seriation natiirlicher Zahlen

Dekadisches Positionssystem

Arithmetik Rechenoperationen: Addition
Subtraktion
Multiplikation
Division

Gesamt- und Teilmenge

Analytik (Gleichungsverstdndnis)

Schitzen und Uberschlagsrechnen

Dimensionierte Groflen Geld, Uhrzeit, Langen- und Gewichtsangaben

Sachaufgaben

Mit Hilfe ausfiihrlich vorgegebener Beobachtungskategorien®® fiir das Losen der
Aufgaben kann der Tester sofort wihrend der Erhebung iiber das Vorhandensein
oder Nichtvorhandensein der arithmetisch logischen Kompetenz des Probanden im
jeweiligen zahlenmathematischen Bereich entscheiden. Dies geschieht nicht
aufgrund der Beurteilung, ob das Ergebnis richtig oder falsch ist, sondern auf der
Analyse des Losungsprozesses, wie der Proband zum Ergebnis gekommen ist.

Davon ausgehend liefert der JRT grundlegende Informationen fiir eine zielgerichtete
Intervention bei Rechenschwichen, kann weiterfithrend aber auch als Instrument der

Unterrichtsevaluation, -planung und —entwicklung fungieren.

4.2 Stichprobe

Im Rahmen meiner Tétigkeit als Dyskalkulietherapeutin am ZTR habe ich intensiven
Kontakt mit Eltern, die aufgrund von vorliegenden Problemen ihrer Kinder im
Mathematikunterricht und beim Mathematiklernen aktiv den Kontakt zum Institut
suchen. Betroffene Eltern wenden sich an das ZTR, wenn ein Verdacht auf
Rechenschwiche bei ihren Kindern nahe liegt oder sogar schon bestimmte

Symptome aufgefallen sind .

*® Diese stammen aus den Ergebnissen zur Dyskalkulieforschung und den praktischen Erfahrungen
der Dyskalkuliediagnostik und —therapie am ZTR.
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Fiir die Stichprobengewinnung habe ich diese Kontaktquelle bewusst genutzt, mit
dem Wissen, dass es sich hierbei sehr wahrscheinlich um Kinder handelt, deren
mathematische Kompetenzen, beruhend auf der Aussage und Erfahrung der Eltern
und teilweise auch Lehrern, beeintrachtigt sind. Es muss also fiir den Verlauf der
Untersuchung davon ausgegangen werden, dass Beeintrichtigungen im Bereich
Mathematik vorliegen und mit Hilfe der Testverfahren aufgedeckt werden.

Da sich meine empirische Untersuchung auf die Kompetenzermittlung am Ende der
Grundschulzeit beschrinkt, ergibt sich die Bedingung, dass sich die Kinder aktuell
wihrend der Erhebung im zweiten Halbjahr der vierten Klassenstufe befinden
miissen. Mein Interesse lag also bei Eltern und ihren S6hnen bzw. Tochtern, die sich
zwischen Februar und Juni diesen Jahres am ZTR vorstellten.

Eltern, sowie deren Kinder, die sich bereits der Diagnostik im ZTR mittels des Jenaer
Rechentests unterzogen haben”’, wurden daran anschlieBend von mir gefragt, ob sie
bereit wiren an einer empirischen Untersuchung teilzunehmen und sich zwei
weiteren Testverfahren zu unterziehen. Nach Erlduterungen meines Vorhabens und
der Information, dass die Anonymitit der Probanden sichergestellt ist, gaben die
Eltern ihre Einverstdndniserkldrung. Dariiber hinaus unterlag die Auswahl der
Probanden keinen weiteren Kriterien.

Aus zeitlichen und 6konomischen Griinden umfasst meine Stichprobe lediglich drei
Probanden, die zum Zeitpunkt der Erhebung das zweite Schulhalbjahr einer vierten
Grundschulklasse besuchen. Die Schiiler besuchen unterschiedliche staatliche
Grundschulen in Ostthiiringen und kennen sich, zumindest die Schule betreffend,

nicht.

4.3 Untersuchungsablauf

In meiner empirischen Untersuchung verwende ich die drei Testverfahren ZAREK],
DEMAT 4 und JRT denen sich jeder der drei Probanden unterzog. Die Erhebungen
fanden allesamt im Juni diesen Jahres, am Ende der vierten Klassenstufe, in den
Riumlichkeiten des ZTR Gera statt. Um die Schiiler nicht unnétig stark zu belasten,

wurden die Testzeitpunkte fiir jedes Kind auf mehrere Tage aufgeteilt, so dass

7 Am ZTR wird im Rahmen einer Dyskalkuliediagnostik ein qualitatives mathematisches Fehlerprofil
mit Hilfe des JRT erstellt und eine umfangreiche anamnestische Befragung zu medizinischen und
psychosozialen Besonderheiten in der Entwicklung, sowie iiber das gesamte schulische, familidre und
soziale Umfeld des Kindes durchgefiihrt. Im Anschluss daran findet ein ausfiihrliches Auswertungs-
und Beratungsgesprich mit den Eltern des Kindes statt.

42



mindestens eine Woche Pause zwischen zwei Erhebungen lag. Bei Bedarf wurden
zusitzlich wihrend der Testung kleine Erholungspausen eingelegt, in so fern der
Testablauf und die Testanweisungen Spielraum dafiir lieBen. Alle Tests fiihrte ich
separat mit jedem Kind einzeln und personlich durch, um sicherzustellen, dass die
Erlduterungen vor Testbeginn bei allen Probanden gleich waren. Es kann somit
ausgeschlossen werden, dass die Schiiler unterschiedliche Hilfeleistungen durch den
Testleiter oder weitere anwesende Personen bekamen. Ich hielt mich an die jeweils
vorgegebenen Testanweisungen und exakten/genauen Aufgabeninstruktionen.
Inhaltliche Fragen wurden wihrend des Tests nicht beantwortet.

Die Schiiler wurden vor dem Test darauf hingewiesen, dass der Test nicht benotet
und das Testergebnis keine negativen Konsequenzen nach sich ziehen wird. Sie
wurden eindringlich gebeten, den jeweiligen Test ernst zu nehmen und ihn so gut wie
moglich zu bearbeiten.

Wihrend der Erhebungen sprach ich die Kinder mit ithrem Namen an. Fiir die
Auswertung der Testergebnisse ordnete ich jedem Probanden jedoch eine Nummer
zu, um so die Anonymitit der Schiiler sicherzustellen. Weiterhin konnte ich so jeden
Testbogen leichter und schneller zuordnen. Tabelle 3 gibt einen Uberblick iiber die
Probanden, sowie den zusitzlich erhobenen Daten Geburtsdatum bzw. Alter,
Hiéndigkeit und Mathematikzeugnisnote am Ende der vierten Klasse. Weitere
personliche Informationen waren fiir die Verwendung der Testverfahren und meine

empirische Untersuchung nicht von Belang.28

Tabelle 3: Stichprobeniibersicht

Proband 1 | Proband 2 | Proband 3
Geschlecht weiblich weiblich | maénnlich
Alter 11;0 Jahre | 11;0 Jahre | 10;4 Jahre
Hiindigkeit rechts rechts rechts
Mathematik- 4 4 3
zeugnisnote

*® Die durch einen umfassenden Anamnesebogen, sowie durch das ausfiihrliche an der Diagnostik im
ZTR anschlieBende Elterngesprich gewonnen Informationen sind fiir meine empirische Studie nicht
weiter von Belang. Sie fanden aus datenschutzrechtlichen Griinden keinen Eingang in die
Untersuchung
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4.4 Ergebnisse

Zunichst stelle ich die Ergebnisse der drei verschiedenen Testverfahren fiir jeden
Probanden einzeln dar. Dabei erfolgt die Auswertung des ZAREKI und DEMAT 4
testentsprechend mit Hilfe einer Normentabelle, welche einen Bezug zu der
Vergleichsgruppe fiir die Subtestwerte, den Testgesamtwert und zusétzlich fiir den
ZAREKI zutreffend, die aus den Faktoren gebildeten Indexwerte herstellt. Nach der
Ermittlung der Subtestrohwerte konnen diese zum Testgesamtrohwert aufsummiert
werden und auf den jeweiligen Normwert iibertragen werden, der als Prozentrang®
ablesbar ist und spiter beurteilt und interpretiert werden soll. Die Auswertung des
JRT erfolgt im Prinzip parallel zur Testdurchfiihrung anhand der sofortigen
Kompetenzbewertung wihrend des Losens der Aufgabe. AnschlieBend an den Test
konnen die Kompetenzbewertungen in eine iibersichtliche Auswertungstabelle
iibertragen werden, welche jedem Sachgebiet und den dazugehorigen Unterthemen
eine Bewertung hinsichtlich vollstiandiger, teilweise oder gar keiner erlangten
Kompetenz zulassen.

Diese Beschreibung der Ergebnisse wird ohne vorhergehende Hypothesenbildung
vorgenommen, anschlieBend erfolgt im Diskussionsteil eine hypothesengerichtete

Auswertung und Interpretation der Daten.

4.4.1 Proband 1

Die Probandin erreichte im ZAREKI 104 von moglichen 118
Gesamtrohwertpunkten, was einem Prozentrang von 33 entspricht. 33% der Kinder
aus der Vergleichsstichprobe erzielten gleich gute oder schlechtere Ergebnisse, 67%
hingegen hatten bessere Testwerte. Die Werte fiir alle drei Indexe lagen jeweils auch
in diesem Leistungsbereich, zwischen einem Prozentrang 31 und 39.

Das Wiederholen einer Aufgabenstellung durch den Testleiter war nur ein Mal
notwendig, auffillig war aber das haufige lautstarke Memorieren der
Aufgabenstellung durch die Schiilerin selbst. Bei der Bearbeitung des Subtests

Kopfrechnen wurde vom Testleiter beobachtet, dass der 11-Jihrigen das Losen der

* Beim DEMAT 4 ist der Prozentrang unter Beriicksichtigung der jeweiligen Vertrauensintervalle
von 68% ablesbar und wird in den verwendeten Auswertungstabellen als Prozentrang-Band
bezeichnet.
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Aufgaben nur unter zu Hilfenahme der Finger als Zihlhilfe gelang. Bei den
Subtraktionsaufgaben mit zweistelligen Minuenden und Subtrahenden (z.B. 24 — 17)
duberte sie sofort, dass es ihr nicht moglich ist, diese Aufgaben im Kopf zu 16sen.

Die Subtest- und Indexwerte sowie der Gesamtscorewert lagen insgesamt mit einer

durchschnittlichen Leistung weder im kritischen- noch im Toleranzbereich.

Im DEMAT 4 zeigte die Schiilerin in den Subtests Arithmetik und Sachrechnen eine
durchschnittliche Leistung. Die Leistung im Subtest Geometrie kann als
durchschnittlich mit Tendenz zu iiberdurchschnittlicher Leistung bewertet werden.
Die Gesamttestleistung der Probandin liegt mit einem Prozentrang von 66 somit im
durchschnittlichen Bereich, 66% der Vergleichsstichprobe erzielten gleich gute oder
schlechtere Testwerte. In nachstehender Tabelle sind die Ergebnisse grafisch

veranschaulicht.

Tabelle 4: Auswertung DEMAT 4 Proband 1 (Go6litz, Roick, Hasselhorn 2006)

Subtest Subtest Subtest Test-
Arithmetik Sachrechnen Geometrie gesamtwert
Rohwert-Summe: 13 8 5 26
Prozentrang: 60 50 84 66
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Im dritten Testverfahren, dem JRT, konnte eine kognitive Bruchstelle in der
mathematischen  Abstraktionskette bereits bei der Differenzbildung im
pranumerischen Bereich, dem kardinalen Zahlbegriff und weiterfiilhrend dem
dekadischen Zahlaufbau diagnostiziert werden. Die Probandin war in der Lage eine
veranschaulichte Menge kardinal zu erfassen und strukturierte Mengen hinsichtlich
threr Michtigkeit zu vergleichen. Das Erkennen einer Differenz zweier paarweise
zugeordneter Mengen (hier Steckwiirfel) war moglich, das Bestimmen des exakten

Differenzwertes nach einer Differenzerweiterung gelang jedoch nicht. Hier urteilte

45



sie anhand der hinzugegebenen Wiirfel (,,3 mehr*) und nicht in Bezug auf den bereits
vorhandenen Unterschied (Aufg. 2.2)%°

Die Probandin war nicht in der Lage, Zahlen in Beziehung zueinander zu denken und
Differenzen abstrakt, iiber automatisiertes Zahlbeziehungswissen, zu bestimmen
(Aufgabenkapitel 3 und 4). Das Anwenden des Teil-Ganze-Konzeptes in
Gleichungen (Aufgabenkapitel 25 und 26) war nur iiber einen experimentellen
Losungsweg ohne inhaltlichen Bezug moglich.

Der kardinale Zahlbegriff ist nicht entwickelt und der Zahlaufbau (Seriation) blieb
bei der Schiilerin unverstanden. Das Nichterkennen von Zahl- und
Aufgabenbeziehungen aufgrund der nominellen Zahlvorstellung fiihrte bei der
Untersuchungsperson dazu, dass sie Losungen nur durch Kompensationsmethoden
erzielen konnte. Dazu benutzte sie vorwiegend das Zidhlverfahren mit Hilfe der
Finger und entwickelte dabei mechanische Losungsmuster, die sie rein schematisch
anwendete ohne einen sachlogisch relevanten Bezug herzustellen.

Zahlnotationen erfolgten im mehrstelligen Zahlenbereich unter groer Anstrengung
fehlerhaft (Aufgabenkapitel 10 und 11). Durch den unverstandenen kardinalen
Zahlbegriff blieb ihr der Inhalt und die Symbolik des dekadischen Positionssystems
verschlossen, die Biindelungs- und Stellenwertstruktur konnte nicht zum Ldsen von
Aufgaben genutzt werden (Aufgabenkapitel 12 und 13). Der Zusammenhang zur
Grundaufgabe wurde bei den Aufgaben im Kapitel 14 und 15 nicht erkannt,
demzufolge konnten die Losungen nicht auf der Basis des dekadischen
Positionssystems abgeleitet werden. Auch das Schitzen und Uberschlagsrechnen in
den Aufgabenkapiteln 27 und 28 konnte nur durch Raten gelost werden,
Wertigkeitsbeziehungen und —verhéltnisse wurden nicht erfasst.

Die Grundrechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
wurden von der Viertkldsslerin inhaltlich nicht verstanden (Aufgabenkapitel 17).
Demzufolge stellte das Losen formaler Gleichungen eine immense Herausforderung
dar. Aufgaben im Kopf zu rechnen gelang ihr, wenn iiberhaupt nur durch streng
schematisches Vorgehen, verbunden mit aufwéndigen Zihlverfahren und
subjektiven, sachlogisch falschen Algorithmen (Aufgabenkapitel 18 bis 24). Das
Rechnen mit Grofen (Aufgabenkapitel 29 und 30) sowie der Umgang mit und das
Losen von Sachaufgaben (Aufgabenkapitel 5 und 29 bis 32) gelang der Probandin

gar nicht, das Modellieren eines angemessenen Losungsansatzes war nicht moglich.

% Die nachfolgend in Klammern angegebenen Aufgaben bzw. Aufgabenkapitel beziehen sich auf den
Jenaer Rechentest.
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4.4.2 Proband 2

Der im ZAREKI erlangte Gesamtrohwert von 112 kommt einem Prozentrang von 72
gleich. Im Index 1, Kulturvermitteltes Zahlenwissen, erreichte die Probandin einen
Punktwert von 75, somit einen Prozentrang von 76 und im Index 3, der visuell-
analogen Zahlenreprisentanz, den maximalen Punktwert von 14, der einem
Prozentrang von 100 entspricht. Der Subtest Kopfrechnen Addition féllt mit einem
ermittelten Prozentrang von 6 in den kritischen Bereich (unterhalb einer
Standardabweichung) und fiihrt zu einem Prozentrang von 31 fiir das Rechnen, den
zweiten Index des Tests.

Als AuBerungen bei der Testdurchfiihrung war nur die selbstkritische Aussage ,,Im
Schitzen bin ich nicht so gut* zu protokollieren, wobei die Probandin die Aufgaben
zur perzeptiven und kontextuellen Mengenbeurteilung ohne Fehler 1oste. Als
Losungsstrategie fiir die vorgegebenen Kopfrechenaufgaben konnte das Abzihlen
mit Fingern notiert werden, was zu zwei Zahlfehlern und somit falschen Ergebnissen
fiihrte.

Insgesamt liegen die Ergebnisse im oberen Bereich durchschnittlicher Leistung.

Die Viertklasslerin zeigte beim DEMAT 4 Verfahren in den Subtests Arithmetik und
Geometrie sehr schwache, weit unterdurchschnittliche Leistungen. Die Leistungen
im Subtest Sachrechnen hingegen kann als durchschnittlich bewertet werden.
Insgesamt ist die Leistung der Schiilerin mit einem Prozentrang von 7 als schwach

und unterdurchschnittlich zu werten (vgl. Tabelle 5).

Tabelle 5: Auswertung DEMAT 4 Proband 2 (Gélitz, Roick, Hasselhorn = 2006)

Subtest Subtest Subtest Test-

Arithmetik Sachrechnen Geometrie gesamtwert
Rohwert-Summe: 5 7 0 12
Prozentrang: 6 39 3 7
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Der qualitativ prozessanalytisch durchgefiihrte JRT wies keine erkennbaren Defizite
im pranumerischen Bereich bei der Probandin auf. Die kognitive Bruchstelle in der
mathematischen Abstraktionskette liegt im kardinalen Zahlbegriff. Der 11-jdhrigen
gelang es nicht, eine Zahl als Reprisentant fiir eine festegelegte Anzahl der 1 zu
verstehen. Deshalb wurden Zahl- und Aufgabenbeziehungen von ihr nicht erkannt
(Aufgabenkapitel 3 und 4), die Seriationslogik nicht ableitend genutzt
(Aufgabenkapitel 6 bis 9) und Gleichungen als ein Gefiige von Gesamt- und
Teilmengen nicht verstanden (Aufgabenkapitel 25 und 26).

Da von ihr der Bezug zum dekadischen Positionssystem nicht gezogen werden
konnte, erfolgten die Zahlnotationen im mehrstelligen Zahlenbereich unter hoher
Konzentration und damit verbundenem grofen Zeitaufwand fehlerhaft
(Aufgabenkapitel 10 und 11). Trotz strengem Algorithmus kam es zu hiufigen
Verwechslungen von Zehnern und Einern, automatisiertes Wissen liegt in diesem
Bereich nicht vor. Die Stellenwertstruktur im Zahlenraum bis 10 Millionen konnte
beim Schiitzen und Uberschlagsbilden sowie beim Rechnen nicht korrekt genutzt
werden.

Die Inhalte der Grundrechenoperationen Addition und Subtraktion wurden von der
Untersuchungsperson als Rechenbefehl zum Vorwirts- bzw. Riickwirtszihlen
begriffen. Die sogenannten Grundaufgaben 16ste die Schiilerin teils iiber memorierte,
auswendig gemerkte Aufgabenbilder oder meist iiber das Zihlverfahren. Hierbei
zdhlte sie an einer mental vorgestellten Zahlenreihe die Ergebnisse aus. Aufgaben
dieser Art im zwei- oder dreistelligen Zahlenbereich konnten von ihr nicht im Kopf
gelost werden, sondern nur, wenn sie sich die Gleichungen im schriftlichen
Verfahren vorstellte (Aufgabenkapitel 14 bis16 und 18 bis 20). Multiplikation und
Division wurden inhaltlich gar nicht verstanden. Bei Multiplikationsaufgaben konnte
ein Ergebnis nur durch additives Auszihlen, aber nicht durch Einsicht in die Struktur
der Aufgabe erreicht werden.

Das Losen von Sachaufgaben als eine verbale Umschreibung von Rechenoperationen
sowie der Umgang mit GroBen war nicht moglich (Aufgabenkapitel 5, 29 bis 32).
Insgesamt zeigte sich, dass die Schiilerin die Kardinalitit der Zahlen, die
Grundrechenoperationen sowie die dekadische Struktur des Zahlautbaus nicht

verstanden hat. Eine Kompetenz liegt in diesen Bereichen nicht vor.
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4.4.3 Proband 3

Die im ZAREKI erbrachten Leistungen entsprechen mit insgesamt 111
Rohwertpunkten einem Prozentrang von 63. Der Schiiler erreichte im Index 1 einen
Prozentrang von 45, im Index 2 einen Prozentrang von 83 und im Index 3 einen
Prozentrang von 60.

Zusitzliche AuBerungen und eventuelle Strategien des Probanden wurden nicht
protokolliert. Einzig auffillig war im Subtest Zahlenschreiben die reversive
Schreibweise bei zweistelligen Zahlen. Hierbei notierte er erst die Einer- und dann
die Zehnerstelle.

Die in den Subtests und den sich daraus ergebenden Indexen erbrachten Leistungen

lagen im oberen Normbereich.

Der mit Hilfe des DEMAT 4 ermittelte Gesamtleistungsstand des Probanden ist mit
einem Prozentrang von 34 als durchschnittlich zu bewerten. Er zeigte im Subtest
Sachrechnen  durchschnittliche Leistungen, in dem Subtest Geometrie
durchschnittliche bis tiberdurchschnittliche Leistung und im Subtest Arithmetik
schwache bis unterdurchschnittliche Leistungen, was grafisch in Tabelle 6 dargestellt

ist.

Tabelle 6: Auswertung DEMAT 4 Proband 3 (Go6litz, Roick, Hasselhorn 2006)

Subtest Subtest Subtest Test-
Arithmetik Sachrechnen Geometrie gesamtwert
Rohwert-Summe: 8 8 4 20
Prozentrang: 18 50 69 34
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Mit Hilfe des qualitativ durchgefiihrten JRT konnte festgestellt werden, dass bereits
das prinumerische Verstindnis des Probanden nicht hinreichend entwickelt ist. Der
Differenzwert zweier Mengen konnte nicht exakt bestimmt werden und der Inhalt
des Begriffs Unterschied blieb unverstanden (Aufgabenkapitel 2). Darauf aufbauend
blieb auch der kardinale Zahlbegriff und die dem Zahlenaufbau innewohnende
Seriation unverstanden (Aufgabenkapitel 6 bis 9). Deswegen musste der Schiiler zu
Kompensationsstrategien greifen, um trotzdem zu einer Losung zu gelangen.
Wihrend des gesamten Tests konnte beobachtet werden, dass er habtil-taktisch®' an
der vorgestellten Zahlenreihe zihlte. Zusammenhinge wurden nicht erkannt, das
Zahlbeziehungswissen ist nicht verstanden und somit auch nicht automatisiert.

Beim Notieren von diktierten Zahlen zeigte sich, dass der Viertklassler stets an der
Einerstelle zu schreiben beginnt und dann den Zehner davor setzte. Er notierte die
Zahlen nicht verstindig, sondern nur nach einer fiir ihn formal gemerkten Regel.
Deshalb war die stellengerechte Notation nicht automatisiert, was zu Zahlreversionen
(34 statt 43) fiihrte (Aufgabenkapitel 10 und 11). Das zeigt, dass die
Biindelungsstruktur des dekadischen Positionssystem unverstanden blieb und die
Stellenwertstruktur nicht zum Rechnen genutzt werden konnte (Aufgabenkapitel 14
bis 16).

Ebenfalls unverstanden blieben demzufolge die vier Grundrechenoperationen,
welche der Proband mit Hilfe der Steckwiirfel als Abbildung der jeweiligen
Gleichung legte. Additions- und Subtraktionsaufgaben wurden durch Aufwirts- bzw.
Abwirtszidhlen an einer geistig vorgestellten Zahlenreihe, teilweise unter
Zuhilfenahme der Finger, gelost. Arithmetische Aufgaben konnten nur rein
schematisch durch das Aufsagen der Zahlwortreihe bei gleichzeitiger Kontrolle der
Anzahl der Zihlschritte unter vorrangiger Verwendung seiner Finger als Abzahlhilfe
gelost werden. Wenn ihm die auszufithrenden Zihlschritte zu viel erschienen, 16ste er
die Aufgabe gar nicht (z.B. 83 — 69). Seine Verweigerung begriindete er damit, dass
er ab einer gewissen Anzahl sich die Zahlschritte nicht mehr merken kénne. Aus dem
Grund der unverstandenen operationalen Inhalte gelangen ihm auch keine richtigen
Losungen von einfachen Sachaufgaben (Aufgabenkapitel 5, 31 und 32), das
Verstindnis im Umgang mit Groen (Aufgabenkapitel 29 und 30)war ebenfalls nicht

entwickelt.

3! Unter einer habtil-taktischen Bewegung wird der Fingerdruck auf Korperteile verstanden, und/oder
eine meist rhythmische Kopfbewegung, um die Merkfihigkeit der einzelnen Zihlschritte durch
Korperwahrnehmung zu unterstiitzen.

50



Die aufgezeigten Verstindnisprobleme lassen auf fehlende Kompetenz im

mathematischen Grundlagenbereich schlie3en.

5 Diskussion

Nachdem im Kapitel 4 die Empirische Untersuchung detailliert dargestellt wurde,
soll nun eine inhaltliche, methodologische und praxisbezogene Diskussion der

Befunde im Mittelpunkt stehen.

5.1 Inhalt

Die mittels der drei durchgefiihrten Testverfahren erhaltenen Ergebnisse sollen
nunmehr einer eingehenden qualitativen Auswertung und Interpretation unterzogen
werden. Im  Vordergrund steht dabei das Finden/Formulieren von
hypothesenbezogene/-gerichtete Antworten auf meine im Kapitel 3 erlduterten

Fragestellungen.

5.1.1 Interpretation Testergebnisse

Betrachtet man die ZAREKI Testergebnisse lasst sich feststellen, dass die erbrachten
Leistungen aller drei Probanden im Vergleich zur Normstichprobe als
durchschnittlich zu bewerten und im oberen Normbereich einzuordnen sind. Den
Anforderungen der einzelnen Subtests konnten die Viertkldssler in einem guten
Leistungsrahmen gerecht werden, gravierende Schwierigkeiten in bestimmten
Bereichen der Zahlverarbeitung und des Rechnens wurden nicht offengelegt. Eine
Interpretation dieses Ergebnisses ldsst mathematische Kompetenz in den
untersuchten Fertigkeitenbereichen kulturvermitteltes Zahlenwissen, Rechnen und
visuell-analoge Zahlenrepridsentanz schlieen. Bei keinem der drei Schiiler lagen die
Leistungen nur anndhernd in dem vom Autor des Testverfahrens M. von Aster

festgelegten Punktebereich fiir eine Dyskalkulie.

Bei der Verwendung des ZAREKI wurde festgestellt, dass sich die Items dieses
Verfahrens vorrangig auf die Voraussetzung des Umgangs mit Zahlen beziehen: das

Codieren und Decodieren von Zahlnamen und Ziffern sowie das Ubertragen von
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Zahlen auf einen, die Menge reprisentierenden Zahlenstrahl. Rechnen als
zahlverarbeitende Funktion ist aber weitaus mehr als das Lesen und Ubertragen von
Zahlnamen und Ziffern bzw. das Vorwirts- und Riickwertsbewegen auf einem
inneren Zahlenstrahl. Dazu gehort ferner ,,(...) das Denken von Zahlen als
Zahlganzes in Bezug zu seinen teilen und das gedankliche Operieren mit diesem
Wissen (Kwapis 2007).

Die Voraussetzungen des Umgangs mit Zahlen werden mit dem ZAREKI erfasst,
aber die nominellen Leistungen (Abzédhlen, Reproduktion der Zahlwortreihe,
Zahlenlesen, Zahlenvergleiche bei Zahlnamen und Ziffern) sind iiberreprésentiert.
Allein 75% der Rohwertpunkte kdnnen von einem geiibten Rechenschwachen durch
rein ordinales Denken erreicht werden. 20 von den verbleibenden 30 Rohwertpunkte
konnen von zidhlenden Rechnern erzielt werden, so dass lediglich 8% (10
Rohwertpunkte) schwer oder gar nicht fiir Dyskalkulierer erreichbar sind und
trainierte Rechenschwache damit in Nicht-Rechenschwache transformiert werden.
Dem Test fehlen somit die Indikatoren, wie z. B. Operationsbegriffslosigkeit, fiir die
Diagnose einer entwickelten Dyskalkulie. Die dafiir notwendigen qualitativen
Beobachtungen konnen zwar in den dafiir vorgesehenen Bereichen innerhalb des
Bewertungs- und Protokollbogens schriftlich festgehalten werden, finden aber in der
Auswertung und Interpretation keinerlei Beachtung und Beriicksichtigung (Kwapis
2007).%

Des Weiteren liefert das Verfahren laut Manual Hinweise fiir differentielle
Hilfsangebote, die fiir lerntherapeutische Zwecke genutzt werden konnen. Welche
das fiir die von mir untersuchten Probanden sein konnten, lidsst sich nur erahnen, da
hierzu keine weiteren konkreten Aussagen gemacht werden. An welchem Punkt
intervenierend angesetzt werden miisste, liegt also frei in der Betrachtung des

Testleiters.

Die Ergebnisse der Probanden 1 und 3 im DEMAT 4 lassen sich insgesamt als gute
durchschnittliche Leistung im Vergleich zur Normstichprobe bewerten, obwohl fast
alle Aufgaben nur mit Hilfe von Kompensationstechniken gelost werden konnten.

Das Verstindnis mathematischer Inhalte kann im Sinne des Testverfahrens als

2 Der ZAREKI als neuropsychologisches Testverfahren ist auf der Grundlage von klinischen
Erfahrungen mit der Erforschung von Akalkulie, als eine ereignisbedingte hirnorganisch begriindete
Zahlenverarbeitungsstorung, heraus entstanden. Deswegen wurde er anfangs im klinischen Bereich
der Dyskalkuliediagnostik eingesetzt.
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durchschnittlich entwickelt betrachtet werden, was darauf schlielen lisst, dass die
schulbezogenen mathematischen =~ Kompetenzen der Grundschulmathematik
angeeignet wurden. Die Diagnose Dyskalkulie kann anhand der Testergebnisse nicht
gestellt werden.

Die Leistung der zweiten Probandin hingegen liegt im unteren Bereich und kann als
schwach bis unterdurchschnittlich eingestuft werden. Schlussfolgernd muss davon
ausgegangen werden, dass die mathematischen Inhalte nicht verstanden und
weiterfiihrend die Bildungsstandards im Fach Mathematik nicht erreicht wurden. Die
unterdurchschnittliche Gesamttestleistung legt seitens der Diagnose dieses

Testverfahrens den Verdacht auf eine Rechenschwiiche nahe.>

Auch im DEMAT 4 fehlen dyskalkulierelevante Items zur Diagnose einer
Rechenschwiche und einer individuellen Differenzierung innerhalb dieser.
Betrachtet man die Leistungen der einzelnen Subtests, geben diese Hinweise darauf,
in welchen Bereichen der Mathematik der Schiiler Schwierigkeiten hat. Auf welchen
Ursachen diese Leistungsdefizite, aber auch gezeigte Leistungsstirken beruhen,
bleibt dabei ungeklirt. So sind beispielsweise die Leistungen der zweiten Probandin
und dem dritten Probanden im Subtest Sachrechnen im Vergleich zum Subtest
Arithmetik auffillig. Die Leistungen beim Losen von Sachaufgaben waren bei
beiden Schiilern weit aus besser, als die erbrachten Leistungen im Bereich der
Arithmetik. Dies ist in so fern verwunderlich, da Sachaufgaben nichts anderes als
eine verbale Umschreibung von Rechenoperationen sind.

Wie schon der ZAREKI ist auch der DEMAT 4 unsensibel gegeniiber Fehlertypen.
Richtige Losungen mit katastrophalen Rechenweg werden positiv bewertet (z.B. 13 —
12 wird schriftlich gerechnet oder ausgezahlt), da die Losungsprozesse vollig auller
Acht gelassen werden. Einzig die knapp bemessene Zeitvorgabe fiir die Bearbeitung
der Aufgaben enttarnt rechenschwache Kinder, wie die Probandin 2, die aufgrund
des Anwendens der immens zeitaufwendigen Kompensationsstrategien nicht in der
Lage war, im zeitlich vorgegebenen Rahmen zu einem Ergebnis zu gelangen

(Kwapis 2007).

3 Die Diagnose von Rechenstérungen gilt als ein Anwendungsbereich des DEMAT 4. Im Manual
selbst findet sich jedoch kein eindeutiges Kriterium, ab wann, ab welchen Prozentrangwerten eine
Dyskalkulie zu diagnostizieren ist.
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Der JRT offenbarte bei allen drei Probanden gravierende Verstindnisdefizite bereits
im Grundlagenbereich der Mathematik, die zu einem Bruch der Wissensadaption in
der logisch-hierarchischen Abstraktionskette fiihrte. Der Vergleich subjektiver
Rechenleistungen und objektiver Anforderungen des mathematischen Gegenstandes
deutet weiter darauf hin, dass das Verstindnis mathematischer Inhalte in den vier
Jahren Grundschulunterricht von den Schiilern nicht ausreichend entwickelt und
dementsprechend auch nicht gefestigt ist. Die geforderte mathematische Kompetenz
im Sinne der Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik wurden von keinem der
Viertkléssler erreicht.

Die kognitive Bruchstelle in der mathematischen Abstraktionskette konnte bei den
Probanden 1 und 3 bereits im pranumerischen Bereich (Differenzbildung) festgestellt
werden. Da das prdnumerische Verstindnis die Voraussetzung fiir das abstrakte
Verstiandnis von Zahlen und Zahlverhiltnisse ist (vgl. hierzu Kapitel 2.1), blieb der
kardinale Zahlbegriff und der Zahlautbau (Seriation) unverstanden. Hier setzt auch
die kognitive Bruchstelle der zweiten Probandin ein. Weiterfiihrend konnten der
dekadische Zahlaufbau sowie die Grundrechenarten von den drei Schiilern inhaltlich
gar nicht erst verstanden werden.

Da die fiir das mathematische Lernen notwendigen Grundlagen nicht vorhanden sind,
eigneten sich die Probanden Rechenkompensationsstrategien an, um trotz
Unverstdandnis den Anforderungen des Mathematikunterrichts gerecht zu werden.
Arithmetische Aufgaben konnten nur rein schematisch, unter zu Hilfenahme von
Abzihlhilfen gelost werden, ohne jegliches Verstindnis fiir die spezifischen
kardinal-operativen Zusammenhinge. Dies fiihrte zwar teilweise zu guten Leistungen
gemessen an richtigen Rechenergebnissen, aber anhand der qualitativen
Fehleranalyse und der Methode des ,,.Lauten Denkens* konnten die subjektiv
umstédndlichen bzw. falschen iiber die Jahre angeeigneten Algorithmen offengelegt
werden. Verglichen mit den mathematisch sachlogischen Algorithmen konnten
Riickschliisse auf das Verstindnis mathematischer Inhalte und Operationen erzielt
werden. Die Wissensméngel der mathematischen Abstraktionen wurden dadurch
sichtbar und die Systematik der Rechenfehler lies sich aufschliisseln und erkléren.
Zusammenfassend betrachtet wurden bei allen drei Probanden gravierende
grundlegende mathematische Verstindnisdefizite festgestellt, die zwingend auf eine
Rechenstorung als Teilleistungsstorung im Sinne der WHO, schlieBen lassen. Der

Befund Dyskalkulie kann im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht abschlieend erstellt
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werden, da die Diskrepanzkriterien der WHO im Testverfahren nicht begutachtet
wurden.

Aufgrund der ermittelten individuellen Lernstandsanalyse konnen nun konkrete
Aussagen fiir eine auf Forderung abzielende Diagnostik gemacht werden, was die
Probanden individuell verstanden haben und was unverstanden blieb, welche
Kompetenzen erreicht wurden und welche nicht. Beginnend bei der jeweils
analysierten Wissensbruchstelle (Pranumerik/Differenzerkennung/-bildung bzw.
kardinaler Zahlbegriff) muss der systematische, auf Verstindnis abzielende
Neuvaufbau des mathematischen Bewusstseins einsetzen. Durch gezielte, an der
diagnostizierten Wissensbruchstelle ansetzende Interventionsmalnahmen miissen die
Verstidndnisdefizite im  mathematischen  Grundlagenbereich komplett neu
aufgearbeitet werden, indem, der zahlenmathematischen Abstraktionslogik folgend,

die Liicke bis zum Schulstoff geschlossen wird.

Insgesamt ist aus den Testergebnissen offensichtlich zu erkennen, dass die
durchgefiihrten Testverfahren eine vollig unterschiedliche individuelle Qualitit der
mathematischen Kompetenz der Probanden ermittelten, was iiberblicksartig in
Tabelle 7 dargestellt ist. Die verschiedenen Testmethoden ZAREKI, DEMAT 4 und
JRT, angewandt auf denselben Untersuchungsgegenstand, der Ermittlung
mathematischer Kompetenz am Ende der Grundschulzeit, haben nicht dasselbe

erfasst, sie liefern absolut verschiedene Befunde.

Tabelle 7: Ubersicht Testergebnisse aller Probanden und Verfahren

Testverfahren | Proband 1 Proband 2 | Proband 3
ZAREKI keine Dyskalkulie

DEMAT 4 keine Dyskalkulie | Dyskalkulie | keine Dyskalkulie
JRT Dyskalkulie

Die FErgebnisse der drei Tests verdeutlichen, dass die diagnostizierten
Mathematikleistungen fiir jeden Probanden zwischen den verschiedenen
Testverfahren sehr unterschiedlich sind, obwohl sie inhaltlich alle vorgeben das
Gleiche zZu messen, namlich mathematische Kompetenz. Solche
Ergebnisabweichungen zwischen den Methoden werden im Kontext der

Methodenforschung meist zum Anlass genommen, die Untersuchungsmethoden zu
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verbessern. Ich gehe umgekehrt vor und suche bewusst nach Diskrepanzen des
Methodenvergleichs, die ich interpretativ nicht auf die Methoden an sich, sondern

auf die Merkmale des Untersuchungsgegenstandes zuriickfiihre (Bortz/Doring 2002).

5.1.2 Hypothesen

Zum Verstindnis des Kompetenzbegriffes wird in der Klieme-Expertise (2007) in
Ubereinstimmung mit Weinert unter Kompetenzen ,(...) die bei Individuen
verfiigbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven Féahigkeiten und Fertigkeiten, um
bestimmte Probleme zu 10sen, sowie die damit verbundenen motivationalen,
volitionalen und sozialen Bereitschaften und Féahigkeiten um die Problemlésungen in
variablen Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu konnen*
verstanden (2001, S. 27 f). Diese Definition schreibt Kompetenzen eine
nutzbringende Eigenschaft zu, die Fihigkeit zu potentieller Leistung. Wenn durch
das Messen von aufgabenbezogenen Leistungen auf die zugrunde liegende
Kompetenz geschlossen wird, haben Kompetenzen keinen Eigenwert, sondern einen
Nutzwert (vom Hofe u.a. 2005.; Rekus 2005). Bildungsstandards definieren
demzufolge ,Ziele fiir die p#ddagogische Arbeit, ausgedriickt als erwiinschte
Lernergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler (Klieme u.a. 2007, S. 19). Unter
Kompetenzen werden in diesem Sinne weiterfithrend nichts anderes verstanden, als
Ergebnisse des mathematischen Lernprozesses, die ,in Aufgabenstellungen
umgesetzt und prinzipiell mit Hilfe von Testverfahren erfasst werden konnen* (ebd.).
Kompetenzen konnen der Klieme-Expertise (2007) folgend nur leistungsbezogen
erfasst und gemessen werden. Damit wird ein Widerspruch freigesetzt, der die auf
den kultusministeriellen Beschliissen basierenden mathematischen Kompetenzen als
quantitative punktuell gemessene Leistung definiert. Nach Aussagen der Autoren
Hermann (2005), Regenbrecht (2005) und Schmoll (2004) sowie auf der Grundlage
meiner empirischen Befunde, stelle ich, bezogen auf meine erste Fragestellung

folgende Hypothese auf:
(1) Bildungsstandards sind Leistungsstandards. Sie beschreiben

mathematische Leistungen, aber keine mathematische

Kompetenz.
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Das Messen und Beurteilen von Bildungs- im Sinne von Leistungsstandards im Fach
Mathematik erfolgt iiber standardisierte und normierte Testverfahren, wie
beispielsweise die in dieser empirischen Untersuchung verwendeten, der ZAREKI
und DEMAT 4. Sie sollen Auskunft iiber das Vorliegen mathematischer Kompetenz
am Ende der Grundschulzeit geben und dadurch das Erreichen der Bildungsstandards
iiberpriifen. Den Autoren liegt die theoretische Annahme zugrunde, dass richtige
Rechenergebnisse bei der Messung von Schiilerleistungen als Nachweis fiir
inhaltliche Kompetenz und andersrum falsche Rechenergebnisse fiir Belege
mangelnder Kompetenz dienen. Rechenleistungen werden in diesem Sinne als Norm
und Malstab angesetzt, um iiber vorhandene mathematische Kompetenz zu urteilen
(Steffen/Kwapis/Griitte 2008). Hier liegt jedoch eine Diskrepanz zwischen der
eigentlichen Kompetenzdeklaration des Kultusministeriums und der Art und Weise
zur Uberpriifung dieser. Leistungsmessungen ermoglichen sicherlich in Bezug auf
eine relative Fehlerhdufigkeit die Analyse des erreichten Leistungsstandes, aber an
dem Sinn der Sache, das Uberpriifen eines ,gesicherten Verstindnisses
mathematischer Inhalte* (Beschliisse der KMK, S. 4), gehen diese génzlich vorbei.
Eine in einem Test erbrachte Leistung kann nur aufgrund der Ergebnisse von
Rechenaufgaben keinen Aufschluss geben, ob eine mathematische Kompetenz
vorliegt.

Die gedankliche Fehlerquelle der zugrunde liegenden Annahme liegt in den
Rechenkompensationsmethoden3 * welche beim Anwenden zu richtigen Ergebnissen
fiihren und als Kompetenz gedeutet wird, obwohl eine absolute Inkompetenz in der
Sache vorliegt. Trotz falscher Logik kann mit diesen Strategien ein richtiges
Ergebnis zustande gebracht werden.” Und ,,dem Ergebnis, zumindest dem richtigen
Ergebnis, kann das dem Losungsprozess zugrunde liegende sachlogische Verstidndnis
nicht mehr entnommen werden* (Steffen/Kwapis/Griitte 2008).

So konnte mittels der Fehleranalyse im JRT festgestellt werden, dass alle drei

Probanden Losungen unter zu Hilfenahme der Finger oder einer mental vorgestellten

** Darunter wird vor allem das begriffslose mechanische, rein zihlende Operieren verstanden. Das
Losen von Aufgaben erfolgt durch Zihlen unter zu Hilfenahme von #dufleren Zdhlhilfen als
Veranschaulichungsmittel (Finger oder kaum sichtbare taktile Bewegungen) oder durch Zihlen im
Kopf .

% An den folgenden Beispielen werden Losungswege dargestellt, die trotz Inkompetenz zum richtigen

Ergebnis fithren:

65-38=27 48 -23=25 52-4=48 16— 8=8
60-30=30 4- 2= 2 4-2= 2 8§-10=2
8- 5=3 8- 3=5 50-2=48 6+ 2=8
30— 3=27 24+ 5=25
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Zahlenreihe auszihlen und damit zu richtigen Rechenergebnissen kommen konnen.
Betrachte ich nur die Ergebnisse, wie in den quantitativen Testverfahren geschehen,
diagnostiziere ich eine im Schnitt gute Leistung aller drei Probanden im ZAREKI
und eine durchschnittliche Leistung der Probanden 1 und 3 im DEMAT 4. Schaue
ich jedoch, wie die Kinder gerechnet haben und zum Ergebnis gekommen sind, fallt
beim JRT auf, dass der logische Zahlaufbau von allen drei Viertklédsslern inhaltlich

nicht verstanden wurde.

Schiiler haben am Ende von vier Jahren Grundschulzeit Kompetenzen im Fach
Mathematik erst dann ausgebildet, wenn sie die Logik der Zahlenmathematik und
deren zentrale mathematischen Zusammenhinge verstanden haben und dadurch
angemessene Losungswege zum Rechnen und nicht zum Zihlen wéhlen konnen.

Folgt man diesen Uberlegungen hinsichtlich der meiner Fragestellungen (2) bis (5),

liegen folgende Hypothesen nahe:

(2) Standardisierte normierte Testverfahren messen keine
mathematische Kompetenz im Sinne von Verstdndnis,
sondern Leistungen.

(3) Die Fehlerquote eines Rechentests ist kein MalBstab fiir
mathematisches Verstindnis.

(4) Nur mit einem prozessanalytischen Testverfahren kann
mathematisches Verstindnis und die entsprechende

Kompetenz gemessen werden.

Wenn quantitative Testverfahren mathematische Kompetenz als Leistung und nicht
im Sinne von Verstindnis messen, hat dies natiirlich auch Auswirkungen auf die
Diagnose einer Dyskalkulie. Wie die Ergebnisse meiner explorativen Untersuchung
zeigen, konnte mit dem ZAREKI Verfahren eine Dyskalkulie bei allen drei
Probanden ausgeschlossen werden. Das DEMAT 4 Verfahren diagnostizierte bei der
zweiten Probandin sehr schwache Rechenleistungen, die sich unterhalb des
Durchschnitts befanden, so dass von einer Rechenschwiche ausgegangen werden
kann. Das dritte Testverfahren, der JRT, offenbarte massive Verstindnisprobleme im
Bereich der grundlegenden Logik der Zahlen und deren mathematischen Operationen

bei allen drei Viertkldsslern, so dass von einer gravierenden Dyskalkulie gesprochen
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werden kann. Daraus ergibt sich, bezogen auf meine Fragestellungen (6) und (7),

nachfolgende Hypothese:

(5) Eine Rechenschwidche kann nur mittels qualitativer
Verfahren, gemessen am zahlenmathematischen

Verstindnisgrad, diagnostiziert werden.

Ausgehend von diagnostizierten Verstdndnisdefiziten aus der qualitativen
Diagnostik, aber auch von Leistungsdefiziten aus der quantitativen Diagnostik, stellt
sich die Frage, wie diesen Defiziten durch intervenierende MaBnahmen
entgegengewirkt werden kann. Der ZAREKI und DEMAT#4 liefern Informationen in
welchen Subtests bzw. mathematischen Bereichen Leistungsschwichen vorliegen.
Worauf diese begriindet sind und wie und vor allem ab welchen inhaltlichen Punkt
ithnen  oder einer diagnostizierten  Rechenschwidche  lerntherapeutisch
entgegengewirkt werden kann, dariiber machen beide Testverfahren keinerlei
Aussagen. Aus dem JRT hingegen kann exakt entnommen werden, welche
Kompetenzen vom Probanden bereits erworben wurden und wo die sogenannte
Verstiandnisbruchstelle in der mathematischen Abstraktionskette liegt. Damit ist klar
definiert, wo die intervenierenden Maflnahmen zur Aufarbeitung des mathematischen
Verstidndnisses ansetzen miissen. Deshalb formuliere ich die Fragestellungen (8) und

(9) betreffend abschlieBend folgende Hypothesen:

(6) Quantitative,  standardisierte = normierte = Dyskalkulie-
diagnoseverfahren geben keinerlei Aufschluss fiir direkte
Interventionsmallnahmen bei diagnostizierter ~Rechen-
schwiiche.

(7) Qualitative Testverfahren fiir mathematische Kompetenzen
diagnostizieren die Wissensbruchstelle, an der inter-

venierende Maflnahmen direkt ansetzen konnen.
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5.2 Methodenkritik

Fiir die vorliegende Untersuchung wurde ein exploratives fallanalytisches Verfahren
gewidhlt, welches das Ziel hatte Hypothesen hinsichtlich des Vergleichs
verschiedener Untersuchungsmethoden zum Thema mathematische Kompetenz-
ermittlung am Ende der Grundschulzeit zu gewinnen. Anhand einer kleinen
Stichprobe wurde die Aussagefihigkeit dreier Testverfahren hinsichtlich der
Thematik genauer untersucht.

Aus zeitlichen und 6konomischen Griinden war es im Rahmen dieser Arbeit nicht
moglich eine groBere Anzahl von Viertkldsslern hinsichtlich ihrer Kompetenzen im
Fach Mathematik zu untersuchen. Es wurde eine bewusste Auswahl von Probanden
gefillt, so dass nicht von einer Zufallsstichprobe gesprochen werden kann. Aber fiir
die Zwecke der Untersuchung kann dies als verniinftig im Sinne von brauchbar
eingestuft werden. Da es auller einer Altersbeschrinkung fiir die Testperson keine
weiteren Einschriankungen fiir den Einsatz der drei Testverfahren gibt, gehe ich von
der Angemessenheit der eingesetzten Methode und der untersuchten Stichprobe aus.
Weiterhin wurde aus der Fiille von quantitativen Testverfahren zur Erfassung von
Mathematikkompetenzen eine Auslese anhand der mir frei zuginglichen Verfahren
getroffen. Durch vorliegende Untersuchung kann aufgrund der kleinen Auswahl von
quantitativen Testverfahren nicht der Anspruch erhoben werden, Hypothesen zu
gewinnen, die fiir die Grundgesamtheit der quantitativen Testverfahren hinsichtlich
dieser Thematik generalisierende Aussagen zulassen. Die vorliegende Arbeit
beschrinkt sich mit den gewonnen Hypothesen ausschlieBlich auf die Testergebnisse
des ZAREKI und DEMAT 4, auch wenn von einer Ubertragung dieser Ergebnisse
auf Testverfahren, die &dhnlich strukturiert sind und der gleichen theoretischen
Annahme folgen, ausgegangen werden kann.

Eine umfassende Einschitzung mathematischer Kompetenzen sollte jedoch immer
mehrdimensional erfolgen. Zusitzliche Faktoren, wie beispielsweise Hinweise zu
medizinischen und psychosozialen Besonderheiten in der Entwicklung des Kindes
sollten mit in die Diagnostik einbezogen werden, um das individuelle Profil
mathematischer Kompetenzen zu vervollstindigen. Hierzu zihlen weiterhin
Informationen {iiber das gesamte schulische, familidre und soziale Umfeld. Diese
waren jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit und fanden somit keinen Einfluss auf

die Ergebnisse der Untersuchung.
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Eine weitere mogliche Fehlerquelle birgt der zeitliche Ablauf der Erhebungsphasen.
Aufgrund der vorgegebenen Altersbeschrinkungen und Anwendungszeitraume fiir
die hier verwendeten Testverfahren konnte nur ein kurzer zeitlicher Freiraum
zwischen den drei Erhebungszeitpunkten fiir jeden Probanden gelassen werden. Da
die Aufgaben der Testverfahren in keiner Weise identisch sind, kann ein Ubungs—
effekt zwar ausgeschlossen werden, jedoch kann sich das dreimalige Unterziehen
eines mathematischen Tests innerhalb eines relativ geringen Zeitzwischenraums auf
die Motivation und Anstrengungsbereitschaft der Probanden und somit auf die
Testergebnisse ausgewirkt haben. Weiterhin muss bei den Ergebnissen bedacht
werden, dass der DEMAT 4 unter streng vorgegebenen Bearbeitungszeiten
durchgefithrt wurde. Das kann eine zusitzliche Belastung fiir die Probanden

darstellen.

Die verwendete Ausfithrung des JRT ist noch als Entwurf einer Arbeitsfassung
anzusehen, welche sich hier einer ersten Erprobung unterzogen hat. Bei der
Anwendung wurde offensichtlich, dass an der Version noch Verbesserungen moglich
und notwendig sind.

Insgesamt ist der Test, vor allem fiir Kinder der Klassenstufe 5, zu umfangreich. Dies
kommt vor allem dadurch zustande, dass zu viele Aufgaben im groflen Zahlenbereich
in den Test involviert sind. Als problematisch erwies sich, dass die Probanden bereits
Aufgaben im zweistelligen Zahlenbereich nicht 16sen konnten, aber der Test
vorsieht, aufgrund der Klassenstufe Aufgaben bis in den 5-stelligen Zahlbereich
16sen zu miissen. Sinnvoller wire hier sicherlich, nach ermittelter Bruchstelle die
Kinder nicht weiter mit Aufgaben zu belasten, von denen sie mallos iiberfordert
sind.*® Vor allem die Aufgabenkapitel 6 bis 9, 18 bis 24 und 29 bis 32 fallen zu
umfangreich aus. Kernpunkt des Testverfahrens ist schlieBlich die genaue
Beobachtung, wie die Aufgaben gelost werden und nicht das umfangreiche
Abarbeiten von moglichst vielen Aufgaben.

Auch die Auswahl der Aufgaben sollte noch ein mal iiberdacht werden. So erscheint
es fiir das Aufgabenkapitel 3 interessanter, nicht viele verschiedene Zahlzerlegungen

zu nehmen, da man dann nicht sehen kann, ob zwischen den einzelnen Aufgaben der

36 Zumal davon ausgegangen werden muss, dass Beeintrichtigungen der mathematischen Kompetenz
den Grundlagenbereich betreffen. Wenn beispielsweise das dekadische Biindelungssystem von zehn
Einern in einen Zehner nicht verstanden wurde, erscheint es als logisch, dass auch der
Biindelungscharakter von zehn Zehnern in einen Hunderter nicht angewendet werden kann.
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Zahlzerlegungen Verbindungen hergestellt werden, wie z.B. um 1 vergroflerte bzw.
verkleinerte oder aber vertauschte Teilmengen. Besser wire zwei Zahlen
systematisch durch jeweilige Verminderung der Teilmenge um 1 zu zerlegen.”’
Dementsprechend miisste dieses Vorgehen auch fiir die Zahl 13 im Aufgabenkapitel
4 vonstatten gehen, um eventuell solche Kinder ausfindig zu machen, die die
Zahlzerlegung bis zur 10 auswendig konnen. Bei der Zahlzerlegung bis 10
(Aufgabenkapitel 3) muss zusitzlich die Beobachtungskategorie Losen durch
Auszihlen ergénzt werden.

Ob die Rechenoperationen inhaltlich verstanden sind, wird anhand des Handelnden
Rechnens iiberpriift. Fiir das Uberpriifen dieses Verstindnisses der Mengeninklusion
bzw.  —exklusion wire es  aufschlussreicher eine  Additions- und
Multiplikationsaufgabe und die jeweils dazugehorige Umkehraufgabe der
Subtraktion und Division zu wihlen (z.B.2+7=9und 9-7=2,3x4=12und 12 :
3 = 4). Spitestens bei der Umkehraufgabe wird deutlich, ob die Teilmengen noch
einmal extra gelegt werden. Um es dem Testleiter leichter zu machen, sollten
entsprechende Beobachtungskategorien fiir die Kompetenzbewertung hinzugefiigt
werden.

Fir das Aufgabenkapitel 10 und 11 sollten die Beobachtungskategorien
differenzierter ausgewi#hlt und durch zusitzliches Hinterfragen, im Sinne der
Aufgabenbeispiele in Kapitel 12 geklart werden, ob die Struktur des dekadischen
Positionssystems verstanden wurde. Nur aus der Notation nach Gehor alleine kann
noch nichts iiber das Verstindnis der Biindelungsstruktur ausgesagt werden, da trotz
Beherrschen des Zehnersystems aus Gewohnheit an der Notation von der Einerstelle
beginnend festgehalten wird.

Enorm wichtig fiir die ganze Testdurchfiihrung erscheint mir, im Manual explizit den
Testleiter darauf hinzuweisen, bei allen Aufgaben die Losungswege mittels offener
Fragestellungen zu hinterfragen, um so den Losungsweg herauszubekommen und

nicht nur still zu beobachten.

7 Die Gesamtmenge 9 wird z.B. erst in die Teilmengen 7 und 2 und anschlieBend in die Teilmengen 6
und 3 zerlegt. Im Anschluss kann man gleich tiberpriifen, ob die Zerlegung der 9 in 2 und wie viel neu
iiberlegt werden muss.
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5.3 Praxisbezug

Im Bereich der Teilleistungsstorungen hat die empirische Forschung von
diagnostischen Verfahren zur Erfassung der Lese- Rechtschreibkompetenzen im
Verlauf der letzten Jahrzehnte einen beachtlichen Aufschwung erfahren. Im
Gegensatz dazu beschiftigt sich die padagogisch-psychologische und medizinische
Forschung seit ca. 20 Jahren {iberhaupt erst mit dem Erscheinungsbild, der Diagnose
und Therapiemoglichkeit der Dyskalkulie. Um so weniger verwundert es, dass dieser
recht jungen wissenschaftlichen Disziplin vor allem erst in den letzten Jahren mehr
Aufmerksamkeit beziiglich der Diagnoseverfahren entgegengebracht wurde.
Ausschlaggebend hierfiir waren einerseits sicherlich die Ergebnisse der
internationalen und nationalen Leistungsvergleichsstudien im Bereich der
Mathematik rund um TIMMS und PISA und den daraus resultierenden
bildungspolitischen Diskussionen. Andererseits kristallisierte sich aber auch eine
groBe Nachfrage und Forderung seitens der Eltern, Lehrer, Psychologen und
Dyskalkulietherapeuten heraus, Testverfahren zur Verfiigung zu haben, die
moglichst im Sinne einer Prophylaxe der Dyskalkulie das mathematische
Verstindnis der Kinder feststellen. Priventionsdiagnostik verfolgt dabei das Ziel,
,»(...) durch Untersuchung der ersten arithmetischen Kenntnisse und der zugehorigen
Vorlduferfertigkeiten aus dem Bereich der Pranumerik mogliche Verstidndnis-
schwierigkeiten so frith wie moglich aufzudecken* (Wehrmann 2007, S. 336f).

An diesen Uberlegungen ankniipfend wird ersichtlich, dass Dyskalkulie nicht als ein
rein schulisches Problem zu betrachten ist, nur weil es meist erst in dem Kontext der
schulischen Anforderungen sichtbar wird. Aktuelle Forschungsergebnisse zeigen,
dass bereits im Vorschulalter der Grundstein fiir ein mengen- und zahlenbezogenes
Vorwissen gelegt wird. Krajewski fand mit ihrer Langzeitstudie zum Thema
,Vorschulische Mengenbewusstheit von Zahlen und ihre Bedeutung fiir die
Fritherkennung von Rehchenschwiche heraus, ,,(...) dass dieses Wissen auch eine
starke pradiktive Kraft fiir die Vorhersage von Mathematikleistungen hat. Als
spezifisches Vorlduferwissen der Grundschulmathematik kann es dariiber hinaus
recht zuverldssig Kinder identifizieren, die spdter Schwierigkeiten mit dem Rechnen
haben werden* (Krajewski 2005, S. 66). Bestimmte Basiskompetenzen lassen sich
also bereits im Vorschulalter ausmachen, die so eine Fritherkennung spiter

drohender arithmetischer Verstdndnisschwierigkeiten ermoglichen.
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Dabei wird weiterhin deutlich, dass der Beginn einer Rechenschwiche moglichst
frithzeitig erkannt werden sollte, um so den individuellen Lernprozess der Kinder mit
gezielten intervenierenden MaBnahmen unterstiitzen zu konnen. Testverfahren zur
Ermittlung mathematischer Kompetenzen miissen also gleichzeitig Antwort auf die
Fragen geben, was ein Schiiler nicht weill und vor allem wo genau die Forderung im
Rahmen des lernhierarchischen = Gegenstandes der  Zahlenmathematik
dementsprechend ansetzen muss.

Aus dieser praktischen Notwendigkeit von Pridvention und Intervention wird
offensichtlich, dass eine klare Differenzierung von Testverfahren zur Erfassung von
Mathematikleistungen einerseits und Testverfahren fiir die Erfassung mathematischer
Kompetenz, im Sinne von Verstdndnis der Inhalte, andererseits erforderlich ist. Eine
reine Leistungsmessung, wie sie in jeder Mathematikarbeit stattfindet, kann nicht als
kompetenz- und damit verstdndnisiiberpriifendes Diagnoseinstrument genutzt
werden. Die hier vorgestellte Untersuchung zeigt weiterhin, dass alleine die
Zeugnisnote im Fach Mathematik kein objektives Kriterium zur Beurteilung des
mathematischen Verstidndnisses ist. Auch hier muss von einer Bewertung der
erbrachten Leistung gesprochen werden, die keinerlei Aussagen {iiber den
Verstindnisgrad der mathematischen Inhalte zuldsst. Der Leistungsstand
rechenschwacher Kinder ist infolge der Kompensationstechniken meist weitaus
grofer als die mathematischen Einsichten, so dass 30-40% der betroffenen Kinder
notenunauffillig sind (Kwapis 2007). Die Mathematikleistung der in dieser
Fallanalyse vorgestellten Probanden wurde am Ende der vierten Klasse mit der
Zeugnisnote 3 als befriedigend bei dem Probanden 3 bzw. mit der Zeugnisnote 4 als
ausreichend bei den Probanden 1 und 2 bewertet (siche hierzu Tabelle 3, S. 40).
Gerade weil Mathematik als ein Hauptfach betrachtet wird und damit entscheidenden
Einfluss auf die Empfehlung fiir die weitere schulische Laufbahn eines Schiilers hat,
erscheint es um so wichtiger, herauszufinden, warum die Leistungen ,nur
befriedigend bzw. ,,nur* ausreichend sind.

Der Kenntnisstand vieler Piadagogen, Psychologen, Erziehungswissenschaftler und
Mathematiklehrer hinsichtlich Dyskalkulie ist auch heutzutage teilweise noch
mangelhaft. Hier muss bereits wihrend des Studiums mit aufkldrenden und
weiterbildenden Angeboten angesetzt werden. Nur so kann frithzeitig ein

Verstindnis fiir und Wissen {iiber die Thematik angeeignet, sowie ein
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Urteilsvermogen {iber die Aussagequalitit der zur Verfiigung stehenden

Testverfahren entwickelt werden.

5.4 Zusammenfassung

Aus den neusten und aktuellsten wissenschaftlichen Forschungen und Diskussionen
zum Thema, weisen die Autoren Steffen/Kwapis/Griitte (2008), Wehrmann (2007),
Gaidoschik (2003) sowie der Bundesverband Legasthenie/Dyskalkulie (vgl. u.a.
Wehrmann 2007) ausdriicklich darauf hin, dass quantitative standardisierte
Testverfahren, wie beispielweise der ZAREKI und DEMAT 4, nicht den
notwendigen Anforderungen einer umfassenden Erfassung mathematischer
Kompetenzen und der Dyskalkuliediagnostik gerecht werden. Zu diesem
abschlieBenden Ergebnis komme auch ich in dieser empirischen Untersuchung.
Standardisierte normierte Untersuchungsmethoden dienen eigens der Erfassung von
individuellen Mathematikleistungen, gemessen an der quantitativen Ermittlung von
Fehlerhdufigkeiten. Arithmetisches Verstindnis wird folglich als normierte Leistung
beim Hervorbringen von Rechenergebnissen begriffen, wobei das subjektive
sachlogische Verstiandnis im Sinne inhaltlicher Kompetenz an der Anzahl richtiger

Ergebnisse gemessen wird.

Insgesamt zeigte sich, dass die in dieser Untersuchung verwendeten Testverfahren
nach ihren Anwendungsgebieten in Leistungstests und Kompetenztests fiir das Fach
Mathematik am Ende der Grundschulzeit differenziert werden miissen. Dabei sind
der ZAREKI und DEMAT 4 zur ergebnisorientierten Erfassung von Leistungs-
merkmalen und zur reinen Differenzierung von Leistungsstirken und —schwichen
geeignet. Aussagen iiber vorliegendes mathematisches Verstindnis im Sinne von
Kompetenz und die sich darauf beziehende Diagnose von Dyskalkulie lassen sie
jedoch nicht zu. Hierfiir muss qualitativ prozessanalytisch vorgegangen werden, wie

das in dem hier vorgestellten Jenaer Rechentest geschieht.
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6 Ausblick

Die vorliegende Arbeit gibt keinesfalls einen umfassenden Uberblick iiber die
Thematik der mathematischen Kompetenzermittlung am Ende der Grundschulzeit.
Sie mochte aber Anregungen fiir weitere Untersuchungen auf diesem Gebiet geben.
Ein an die Ergebnisse ankniipfendes Ziel wire, die durch die Einzellfallanalyse
angeregten Hypothesen auf den Anspruch ihrer Allgemeingiiltigkeit zu iiberpriifen.
Damit einher geht somit die Forderung nach ,(...) hypothesenpriifenden
Untersuchungen, die die im Einzelfall beobachteten Regelmaifigkeiten oder
Zusammenhinge an reprisentativen Stichproben bestitigen* (Bortz/Doring 2002, S.
579). In einer Nachfolgestudie sollten die von mir aufgestellten Hypothesen
entsprechend verifiziert oder falsifiziert werden. Dies sollte sich jedoch in einem
groeren empirischen Rahmen als die vorliegende Arbeit bewegen um

allgemeingiiltige statistische Aussagen zu erhalten.

Allgemein bleibt festzuhalten, dass das Mathematiklernen spielerisch und
entdeckend bereits in den frithen Kindheitstagen beginnt und mit dem Eintritt in die
Schule ein begriffliches Verstindnis mathematischer Sachverhalte fordert. Ziel
mathematischer Bildung sollte aber nicht nur das Abarbeiten von Einzel-Standards
unter bestimmten Leistungserwartungen sein. Denn dann ,,besteht die Gefahr, dass
der Unterricht aus Sorge um Standarderfiillung zu einer
Testvorbereitungsunternehmung degeneriert (,,Teaching to the Test*)* (Blum 2006,
S. 18). Vielmehr kommt es drauf an Kindern die Mathematik als unverzichtbaren
Teil unseres Alltags ndher zu bringen. Ziel sollte es sein, Kindern das Potential zu
vermitteln, alltagspraktische Anforderungen aus dem mathematischen Bereich

anwendungsorientiert bewéltigen zu konnen.
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